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PROBLEMY I ZADANIA (1-40)
I. LOGIKA MATEMATYCZNA (KRZ i KWRP)

1. Zbudowac tabele wszystkich funktorow dwuargumentowych. Sprawdzi¢ ich nieredu-
kowalnos$¢ ze wzgledu na obie zmienne.

Rozwigzanie. Wszystkich funktorow dwuargumentowych jest 16. Oznaczymy je symbolami
0,i=12,.,16.

Funktor v(a) v(B) Uwagi Oznaczenie
00 01 10 11
o 0 0 0 O |Funktor redukowalny 0
0, 0 0 0 1 [Koniunkcja (czyt. aif) A
03 0 0 1 0 [|Koniunkcjaz zakazem 3 \2
0, 0 0 1 1 Funktor redukowalny
0s 0 1 0 0 |Koniunkcja z zakazem o T
% 0 1 0 1 Funktor redukowalny
o 0 1 1 0 | Alternatywa wykluczajaca (albo a albo 3) ®
% 0 1 1 1 Alternatywa (o lub pB) %
0y 1 0 O 0 |Jednoczesne zaprzeczenie (ani o ani 3)
0y 1 0 0 1 Rownowaznos¢ (o wtedy i tylko wtedy, gdy ) >
o, 1 0 1 0 | Funktor redukowalny
O 1 0 1 1 Implikacja odwrotna (jezeli 3, to a.) «—
a3 1 1 0 0 |Funktor redukowalny
Oy 1 1 0 1 Implikacja (jezeli a, to ) N
as 11 1 0 |Funktor Sheffera (nie o lub nie ) ® lub |
%6 1 1 1 1 Funktor redukowalny |

Zbadamy, czy funktor o, zwany koniunkcja z zakazem f3 jest nieredukowalny ze wzglgdu
na o i . Poniewaz 0,(0, 0) # 0,(1, 0), wigc funktor ten nie jest redukowalny ze wzglgdu

na a.
Poniewaz o,(1, 0) # 0, (1, ), wigc funktor ten nie jest redukowalny ze wzglgdu na f.

Stad koniunkcja z zakazem [ jest funktorem nieredukowalnym.

2. Ile jest wszystkich funktorow trojargumentowych ? Ile jest funktorow czteroargumen-
towych ? Okresli¢ dowolny funktor
a) trdjargumentowy,
b) czteroargumentowy.

Sprawdzi¢, czy funktory te sa redukowalne. Poda¢ kody dwojkowe liczb jakim odpowiada
ich wartosciowanie ?

3. Okresli¢ dowolny nieredukowalny funktor
a) trojargumentowy,
b) czteroargumentowy

Wykaza¢ jego nieredukowalnos¢.
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4. Okresli¢ funktory trojargumentowe i czteroargumentowe tak, aby ich warto$ciowania
odpowiadaty dwojkowym kodom liczb a) 199, b) 426, c) 1875. Sprawdzi¢, czy sa one
redukowalne.

5. Wykaza¢, ze podane napisy sa formutami infiksowymi KRZ. Dla jakich wartosci lo-
gicznych zmiennych zdaniowych p, g, r, s, ¢, u formuly te sa: i) prawdziwe; ii) falszywe

a) =(p—>q),

b) ~(prq) o p,

¢) (p=>@nr)—=>(=q—>-p)—>—q,

d) (pArg)v(par)vgar)v(sat)v(sAau)v(EAu)v (—=pA—s),

e) (pvg)vr)=>(pva)n(pnrr),

f) (pvo)r(gvr)n(rv p)—>(prgnr),

g) (pvq) > (= rq)v(pr—q)),

h) (p@g)®r)v((r—p)-.q).

6. Udowodni¢, ze dla kazdego zdania g zachodza wtasnosci:
a) Ovg)eq,
b) (0ng) <0,
o) (Ivg) o1,

d) Arg) ¢
gdzie 0 oznacza dowolne zdanie falszywe, a 1 dowolne zdanie prawdziwe.

7. Zdefiniowa¢ wszystkie funktory jedno- 1 dwuargumentowe za pomoca:
a) funktora negacji i implikacji,
b) funktora negacji i alternatywy,
c¢) funktora negacji i koniunkc;ji,
d) (w) funktora Sheffera ®,

e) funktora jednoczesnego zaprzeczenia ..

Odp. Wybrane definicje:

a) (pvq)©(ﬂp—>q) (p/\q)@fh(p%ﬂq) (p<—>q)<:f>ﬂ((p—>q)—>(ﬂ(q—>p))
def def

b) (p/\q)éﬂ(ﬂpvﬂq) p>qo—pvg, porqgo—(—(—pvev—(pv—q),

C) (pvq)éﬂ(ﬂpAﬂq) (p%q)éﬂ(pAﬂq)

d) (p/\q)ﬁ(p®q)®(p®q), (p—>q)©(((p®q)®p)®q)®p,
(PBDS(PONONB(PO®N® ), (p <> 1) (P® P)B (OB (pOq),

8. Zbada¢, czy mozna za pomoca
a) alternatywy i koniunkcji,
b) alternatywy wykluczajace;j,
zdefiniowa¢ pozostate funktory
Odp. a) nie, b) nie.

9. Okresli¢ dowolny funktor tréjargumentowy, zbada¢ jego nieredukowalnos¢ i zdefinio-
wac go za pomoca funktoroéw negacji i implikacji.
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10. Wykaza¢ prawa rachunku zdan

PRZI1. pop — prawo tozsamosci,

PRZ2. (pvq) <= (qV p) — prawo przemienno$ci alternatywy,
PRZ3. (prng) = (g A p) — prawo przemienno$ci koniunkcji,
PRZ4. (p > q) < (g & p) — prawo przemiennosci rOwnowaznosci,

PRZ5. (pvq)vr)< (pv(gvr)) —prawo tacznosci alternatywy,
PRZ6. (p Aq) A7) < (p A(g AT)) — prawo tacznosci koniunkcji,
PRZ7. (pv(gnar)<= ((pvg)A(pvr)) —prawo rozdz. alternatywy wzgledem ko-

niunkcji,

PRZS.J (pAr(gvr) < ((paqg)v(pAar)) —prawo rozdz. koniunkcji wzgledem alterna-

tywy,

PRZ9. pv—p — prawo wylaczonego S$rodka, prawo to wyraza zasadeg, ze
z dwoch zdan sprzecznych, co najmniej jedno jest prawdziwe,

PRZ10. pvp < p — prawo idempotencji alternatywy,

PRZ11. pAp < p — prawo idempotencji koniunkcji,

PRZ12. —p < p — prawo podwdjnej negacji,

PRZ13. —(p Vv q) < (—p A—q) —prawo de Morgana,

PRZ14. —-(p A g) = (—p Vv —q) — prawo de Morgana,

PRZ15. (p — q) & (=g > —p) — prawo kontrapozycji,

PRZ16. ((p > q9) A(qg > r)) = (p — r) — prawo przechodniosci implikacji,

PRZ17. (pA(pvq) < p — prawo pochtaniania,

PRZI8. (pv(pArg) <= p — prawo pochtaniania ,

PRZ19. (pA(p—>q)=¢q — prawo odrywania (modus ponendo ponens),

PRZ20. ((p = g) A—g) = —p — modus tollendo tollens,
PRZ21. ((p Vv g) A—p) = g — modus ponendo tollens,
PRZ22. (p < qg) < ((p > 9) A(q@ = p)) — prawo eliminacji rownowaznosci,

PRZ23. (p > q) < (—pVv q) — prawo eliminacji implikacji za pomoca negacji i alter-
natywy,

PRZ24. (pA q) & —(—pv—g) — prawo eliminacji koniunkcji za pomoca negacji i alterna-
tywy,

PRZ25 (pv q) < (—=p — q) — prawo eliminacji alternatywy za pomoca negacji i impli-
kacji,

PRZ26. (p > (q—>1r)=>(p—>q9) = (p—>r) — prawo Fregego,

PRZ27 (p~rq) > r) <= (p > (¢ > r)) — prawo eksportacji,
PRZ28. —(pA—p) — prawo wytaczonej sprzecznosci, prawo to wyraza za-

sade, ze z dwoch zdan sprzecznych co najmniej jedno jest falszywe,
PRZ29. (p >g9q)—> p)=p  —prawo Pierce'a,

PRZ30. (p > p)=p — prawo Claviusa,

PRZ31. —p = (p — q) — prawo Dunsa-Scotusa,

PRZ32. (prnq)= p, — prawo pochtaniania dla koniunkcji,
PRZ33. p=(pv9), — prawo pochtaniania dla alternatywy,

PRZ34. p = (¢ > p) — prawo symplifikacji,
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PRZ35. (p > (¢ > r)) = (¢ — (p —> r)) — prawo komutacji,

PRZ36. (p = (p = q)) = (p = q) — prawo skracania,

PRZ37. (p > q) = (p > r) > (p > (¢ AFr))) — prawo mnozenia nastepnikdw,

PRZ38. (p > r)= (g —>r)—> ((pvq) > r)) —prawo dodawania poprzednikow,
PRZ39. (p — q) < ((p A—q) — 0) —reductio ad absurdum,

PRZ40. (p > g)A(r > 5))= ((pvr)—>(gVvs)) —prawo dylematu konstrukcyjnego,
PRZ41. (p > 9) A (r > 5))= ((p A7) = (g A s)) — prawo dylematu konstrukcyjnego,
PRZA2. (p > @) A (r —5)) = ((—g Vv —s) > (—p v —r)) — prawo dylematu destrukcyj-
nego,

PRZ43. (p > g) A (r > 5)) = ((—g A—=s) > (—p A—r))— prawo dylematu destrukcyj-
nego.

11. Zbada¢, czy nastepujace formuly sa tautologiami.
a) (pA-p)vVq) < q;
b) (pA—pP)Ag) e p;
) (p=>Dr(@—=>p)—>(PVa;
d) (pva)Ar)=>(pA—q);
e) (peoq)v(p—=>1r)—>(=gAPp);
f) (prg)>r)>(p>r)r(g—1);
g (pvg)=>r)=>(p—=>r)vig—>r);
h) (p—=>(g—-r)e@—->(p—>1);
) (pvayr(pvr)n(gvs)n(rvs)) <> (pas)vignr)) (odp.: T) (w);
D (pvearvs) > ((p—>q)v(p—>r)Allg—>s)v(g— p)) (odp.: N).
12. Zbada¢, czy nastepujace formuly sa tautologiami. Zapisa¢ je za pomoca implikacji
1 negacji
a) (PA—=q)®q) < p;
b) (p—=>@®r)—>(p..q);
¢) (prg)>r®(p—>r).-.(g—>r))
13. Zbada¢, ktore funktory dwuargumentowe sa:
a) przemienne;
b) taczne;
c) przechodnie.
14. Zbada¢, czy podane zdania sa prawdziwe. Utworzy¢ dla nich zdania odwrotne i prze-
ciwstawne.
a) Jesli 20<10,to 20<100. (T)
b) Jesli 2+2=5,t0 2+4=6.
c) Jesli dzisiaj jest $roda, to jutro jest czwartek. (T)
d) Jezeli figura A4 jest czworokatem i A ma wszystkie katy réwne, to z faktu, iz 4 jest
czworokatem, wynika, iz 4 ma boki réwne.
e) Jezeli liczba a dzieli sig przez 3 i dzieli si¢ przez 5, to z faktu, iz nie dzieli si¢ przez
3, wynika, iz nie dzieli si¢ przez 5.
f) Jezeli Jan nie zna logiki to, jesli Jan zna logike, to Jan urodzil si¢ w IV wieku p.n.e.
g) Jezeli z faktu, iz funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie x,, wynika, ze jest ona
ciagta w punkcie x,, to z faktu, iz funkcja fjest ciagla w punkcie x,, wynika, iz jest
ona rézniczkowalna w punkcie x,.
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h) Jezeli 7 jest dzielnikiem 43, to 1 =2.
1) Jezeli 2 dzieli 8 1 3 dzieli 8, to 6 dzieli 8.
j) Jezeli 2 dzieli 8 lub 3 dzieli 8, to 6 dzieli 8.

15. Udowodni¢, ze jezeli formuta a jest tautologia, to formuty
@ o, > >.=>@, >a)..);
(b) —a—(a, > (o, >...>(a,, > a,)..)
sa rowniez tautologiami.
16. Zbada¢, czy podane formuly sa twierdzeniami KRZ wynikajacymi z pierwszego lub

drugiego uktadu aksjomatow (dowody dedukcyjne).
a) pVv—p (prawo wylaczonego $rodka) (w),

b) —(p A—p) (prawo wylaczonej sprzecznosci) (w),
¢) p— (g — p) (prawo symplifikacji);

d) (—p — p) > p (prawo Claviusa);

e) (pVv p) <> p (prawo idempotencji alternatywy);
) (prq)—>p;

g2) (p A p) <> p (prawo idempotencji koniunkcji);
hy —p—(p—p);

Pierwszy uklad aksjomatow KRZ:

Al)oa=>P—-a) — aksjomat symplifikacji,
(A2) (> (B —>7v)= (oo > B)—> (o — 7)) — aksjomat Fregego,
(A3) —a=(a—p) — aksjomat Dunsa Scotusa,
(Ad) (o —>a)=a — aksjomat Claviusa,

gdzie a, B, v sa dowolnymi formutami KRZ.
Drugi uklad aksjomatéw KRZ:

(al) (ava)=a — aksjomat stabej idempotentnosci;

(a2) a = (avp) — aksjomat wprowadzenia alternatywy;

(@3) (avp)=Pva) — aksjomat stabej przemiennosci,

(a4) (a—=>PB)=[(yva)—=>(yVvP)] — aksjomat alternatywnego uzupetnienia,

gdzie a, B, v sa dowolnymi formutami KRZ.

Rozwigzanie: ¢) Formula p — (¢ — p) jest jednym z aksjomatoéw z pierwszego ich zbioru, a

wigc jest ona prawdziwa. Wykazemy, ze formuta ta jest twierdzeniem KRZ przy drugim zbiorze
aksjomatoéw. Dowod formalny jest nastgpujacy:

(D (@—=>P)=[(vva)—>(rvp)] — aksjomat (a4);

@) [(pv—9) > (=gVv pl=[=pV(pVv—g) = (pV(=gVvp)] —z (1) przez
podstawienia: ao=pv—q, B=—qV p,y=—p;

3) (pv—g)=(—qV p) — aksjomat (a3) przez podstawienie o= p,
B=—q;

4) (=pv(pv—q) > (=pVv(=qVv p)) —z(2)1(3) przez zastosowanie RO;

) (p = (pv—9) > (p = (=g V p)) —inny zapis (4);

©6) p=(pv—q) — aksjomat (a2) przez podstawienie o= p,
P=—q;

(7 p—>(—=qvVv p) —z(5) 1 (6) przez zastosowanie RO;
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®) p—>(@—p) — inny zapis (7).
Stad formuta p — (¢ — p) jest twierdzeniem na gruncie drugiego zbioru aksjomatow.

17. Udowodni¢, Ze dla liczb naturalnych prawdziwe jest twierdzenie:
a) Jezelix jest liczba parzysta, to x” jest liczba parzysta.
b) Jezeli x” jest liczba parzysta, to x jest liczba parzysta.
a) Dowod wprost. Zaktadamy, ze x jest liczba parzysta. Z definicji liczby parzystej, ist-

nieje liczba naturalna y taka, ze x =2y . Stad ich kwadraty tez sa rowne, tj. x> = (2y)>.
Poniewaz

(2y)” = (2»)(2y) =2(2y%),
wiec x* =2(2y7), czyli istnieje liczba naturalna z = 2y” taka, ze x” =2z . Stad z defini-
cji liczby parzystej, liczba x* jest parzysta.

b) Dowdd przez kontrapozycje. Zamiast wyjsciowego twierdzenia dowodzimy twier-
dzenie

,Jezeli x nie jest liczba parzysta, to x° nie jest liczba parzysta”.

Niech x bedzie dowolna liczba nieparzysta. Wowczas istnieje liczba naturalna y taka, ze
x =2y +1. Podnoszac do kwadratu obydwie strony, mamy

x? :(2y+1)2 :4y2+4y+1:2(2y2 +2y)+1

stad istnieje z=2y" +2y takie, ze x° =2z+1. Z definicji liczb nieparzystych stwier-

dzamy, Ze liczba x” jest nieparzysta. Ostatecznie na mocy prawa kontrapozycji i reguty
odrywania stwierdzamy, ze x jest liczba parzysta.

18. Zapisa¢ prawa rachunku zdan w postaci prefiksowej i postfiksowe;.

19. Dane sa formuty w postaci infiksowe;j:
a) (pvg)—=>r)—=>(p—=>r)vig—>1);
b) (p=>(g—=>r)@—>(p—r);
¢) (pvr(pvrIn(gvs)n(rvs) < (prs)vigar);
d) (pva)rrvs)=((p=>9)v(p—>r)rlg—s)vig—p)).
e) (PA=9)®q) < p;
fy (=@ —>(p-q;
g) (prg)>nN®(p—>r)..(g—>1).
Wyznaczy¢: 1) formuly rbwnowazne w postaci AK 1 K4,
i1) formuty réwnowazne mozliwie najkrétszej dhugosci,
ii1) formuty w notacji polskiej i odwrotnej notacji polskie;j.
20. Zapisa¢ w symbolice infiksowej nastgpujace formuly. Sprawdzi¢, czy sa one tautolo-
giami.
Q) ©aATPgV Pq;
b) & Apg—— p—q;
) pPq—> pgA—V;
d) & ApvagrvApgn pr;
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e) >— pq > —q—p;
f) vApg——vVvqg-r;
g > APIAPY;
h) > AA— pg > rsv prvgs

1) —> VYV AP N\ p—g N N—pg—p—(g .
21. Wykaza¢, ze podane schematy, sa regutami wnioskowania logicznego:
P24 q>r P—=4q q—>r p—=>(@—>r),p—q
po>r (g=>r—>@—=>r (p=>9—>(p—>1) por

a)

(reguly sylogizmu warunkowego);

b) (reguta symplifikacji).

q—>p
p—>(@G—>r)
(p>q9—>(p—>r)

(reguta Fregego);

d) (reguta Dunsa Scotusa);
f) »P2>P (reguta Claviusa);
¢ —»—=>@nr—q) —A(p—>q)>Fnr=r) (pA—q)—>TA=r) (pA—g)—>—p
p P49 P9 P9
M (reguty apagogiczne).
p—4

22. Zbada¢, czy podane schematy sa regutami wnioskowania logicznego.

P 2979 (reguta modus tollens),
4

a)

bynpﬁvvaré%s%q

q

0 pvqg,p—(rA=r)
q

(regula eliminacja przypadku),

—p > (rA—r)

d) (reguta reductio ad absurdum),

—p —>—q,

e) P (reguta kontrapozycji).
q
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23. Zadanie Steinhausa' o grupach krwi. Ludzie dziela si¢ na cztery grupy krwi ozna-
czone w terminologii Dungerna i Hirszfelda symbolami O, 4, B, AB. Podziat ten okresla,
kto moze w drodze transfuzji udzieli¢, komu swej krwi bez niebezpieczenstwa dla odbior-
cy. Zdanie ,,jednostka nalezaca do grupy X moze zawsze bez szkody udzieli¢ swej krwi
jednostce nalezacej do grupy Y’ oznaczamy symbolicznie X — Y . Prawa transfuzji krwi
mozna sformutowac, jak nastepuje:

I. X > X dlakazdego X,
II. O - X dlakazdego X,
III. X —> AB dla kazdego X,
IV. wszelka relacja X — Y, ktora nie wynika z I, 11, 11, jest falszywa.
Wykaza¢, ze
a) uktad praw I-1V jest niesprzeczny,
b) przy zatozeniu praw [-IVz X > Y 1 Y —> Z wynika, ze X — Z dla wszystkich
X, Y, Z,
c) zI-IV wynika —(4 — B).
Rozwigzanie. Symbol X — Y znaczy w tym zadaniu, ze kto$ z grupa krwi X moze by¢
dawca dla kogo$ z grupa krwi Y. Za X i Y mozemy podstawi¢ kazdy z czterech symboli
grup krwi: O, 4, B, AB. Z aksjomatow I-III wynika, Ze prawdziwe sa nastgpujace relacje:

0->0,0>4,0>B,0>4B, A—>A, A—>AB, B—> B, B—> AB, AB —> AB.
Jest ich 9 sposréd 16 mozliwych. Pozostate relacje
A—>0O0,A—>B,B—>0,B—>A, AB—>0, AB—> A, AB—> B

sq fatszywe w mysl aksjomatu IV. b) Udowodnimy przechodnio$¢ relacji ,,—”, tzn. zda-
nie:

jesh X > Y1 Y—>Z,to X > 7.

Rozwazymy wszystkie mozliwe przypadki.
Jesli X =0 1Y jest dowolne (to X — Y) oraz Z takie, ze ¥ — Z, to prawo przechodnio-
$ci jest spetnione, bo X — Z dla kazdego Z.
Jesli X = A4, to mozliwe sa trzy przypadki:
1) X=Y=Z=4;2) X=Y=A1Z=A4AB;3) X=A4AiY=7Z=A4B.
Po podstawieniu otrzymujemy trzy zdania:
1) jesli A>A1A4A—> A,t0 A—> A,

2) jesli A—> A1 A—> AB,to A— AB,
3) jesli A— AB i AB —> AB,to A —> AB,

wszystkie prawdziwe, podobnie jest w przypadku X = B.
Jesli X = AB,tomusiby¢ Y = AB i Z = AB, otrzymujemy w tym przypadku zdanie:

Jesli AB— AB i AB — AB,to AB — AB,

Roéwniez prawdziwe. Zatem przechodnio$¢ relacji ,,—” zostata udowodniona.

' Hugo Dionizy Steinhaus (1887-1972) — matematyk polski. Od 1920 r. profesor Uniwersytetu Lwowskiego, od
1945 r. — Uniwersytetu Wroctawskiego, a od 1966 r. Uniwersity of Sussex. Zalozyt (1928) wspolnie z S. Bana-
chem czasopismo matem. Studia Mathematica i czasopismo matem. Zastosowania Matematyki (1953). Popula-
ryzator matematyki, autor Kalejdoskopu Matematycznego.
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Poniewaz z przechodnios$ci nie wynika zadna z pozostatych mozliwych (fatszywych
na mocy aksjomatu IV) siedmiu zaleznosci, to uktad aksjomatow I-IV nie moze doprowa-
dzi¢ do dwoéch twierdzen sprzecznych, a wigc jest niesprzeczny.

24. Wyznaczy¢ wykresy funkcji zdaniowych.
a) |21, x=C;
b) ‘x|<4,X:R3;
) x>yvx’+y’ <1, X=Y=R;
d) =(x-y<1), X=Y=R;
e) x<‘y|—>)c2+y2 >0, X=Y=R;
f) x<‘y|<—>x+y20,X=Y:R;
g) X’ +1>0, X =Y =R;
h) xzzy, X=R, Y=N;
i) X’ +y" <4Ald<l, X=Y=Z=R;
j) ¥*+y* =z, X=Y=Z=R.
25. Niech W, W, beda danymi wykresami funkcji zdaniowych @ 1 ¥ majacych te same
zakresy zmiennosci. Znalez¢ wykresy

a’) Wﬁ(D b

b) WCDA‘*P s

©) Wovws

d) Wy,

©) Woiws

D Weivanw
&) W abow atpor »

h) Wnie ®lub nie ¥ *
26. Znalez¢ funkcje zdaniowe o wykresach:
a) We\Wy,
b) W xW,, przy zatozeniu, ze @ 1 ¥ sa funkcjami r6znej zmienne;.
27. Niech W, =W, = Z bedzie wykresem funkcji zdaniowych @ i ¥ majacych ten sam
zakres zmienno$ci X. Znalez¢é: a) Wy g, b) W, 4, C) We, v, d) W,
Odp. a) Zbidr X (caty zakres zmiennosci); b), ¢), d) Z.

ani ® ani¥ *

28. Niech ®(x) bedzie funkcja zdaniowa prawdziwa w X, za§ W(x) dowolna funkcja zda-
niowa o wykresie Z. Wyznaczy¢ wykresy funkcji zdaniowych:

a) O(x)AY(x);

b) O(x) v ¥(x);

c) =D(x)AY(x);

d) ®(x) > ¥Y(x).

29. Okresli¢ funkcje zdaniowa, ktorej wykres jest przedstawiony graficznie.
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30. Przyjmujac, ze formuty
a) V(e)vy) e Vo ex)vy,
b) V(@) Av) & YV e@)Ay,

sa prawami wykaza¢, ze jesli formuta y jest zdaniem lub funkcja zdaniowa, w ktérej nie
wystgpuje zmienna x, to podane formuly sa prawami KWRP (prawa wlaczania
1 wyltaczania kwantyfikatorow):

o) 3 @)Vvy)e 3 o)V,

d) @A) e o)Ay,

) V(o(x)>y) (3 ox) > V),

H o 3(0() > y) o (Y olx) > v),

g Y(v—=>e(x) oy Vo)),

b 3= e(x) < (v 3 ox)).
31. Zbada¢, czy podane formuty sa prawami KWRP. Czy podane implikacje w b), d), e),
f) mozna zastapi¢ rownowazno$ciami ?

2) V(0 AU) O Y o)A Y u(E);
b) (¥ p(x)Vv ¥ w(x) > ¥ (9(x)V w(x);

) 3OV Y(E)© 300V 3 v);

d) 300 Aw) > (3 o)A 3 Y(x);

&) Y(0(x) > w(x) > (Y, 0(x) > ¥ y(x);

D Y (0() > ()~ (3,0(x) > 3 y(x).

32. Przyjmujac, ze o(x,y,z), w(x,y,z2), y(x,y,z) sa funkcjami zdaniowymi o zmiennych x,y,z
wskaza¢ zmienne wolne 1 zmienne zwiazane w podanych formutach. Czy formuly te sa zda-
niami ?

a) AV((x<y)—>(x<zAaz<y)),
b) V((x]y A y]2) = ]2,
¢) V'V or,,2) A3 y(x,0,2),

Xy z

d) 3p(x, ¥, 2) = w(x,x, ) = IA@(x, %, y) A (X, 7, 9)) -
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33. Znalez¢ wykresy nastgpujacych funkcji zdaniowych:
a) dxy=1, X =Y =R. (R-{0}).

b) Vx’+)y’=1, X =Y =R. (@).
c) Ix*+y’=z, X=Y=Z=R.
d) IVxy=z, X =Y =Z=R.

X y

e) VVxi+y’>z X =Y =Z7Z=R.
Xy

34. Niech ¢(x,y) bedzie funkcja zdaniowa okreslona dla liczb rzeczywistych. Poda¢ sens
geometryczny operacji prowadzacych od wykresu funkeji o(x,y) do wykresdw nastgpujacych
funkcji:

a) Vox,), b) Iex,»), ¢ Y(p(x,y), d) f!(p(x,y)-

Rozwigzania: Niech wykresem funkcji zdaniowej ¢(x,y) bedzie zbidor 4 < R*. Wowczas
a) Wykres funkcji V ¢(x, y) otrzymujemy poprzez srodkowanie zbioru 4 na o$ Y.

b) Wykres funkcji I o(x,y) otrzymujemy poprzez rzutowanie zbioru 4 na o$ Y.

¢) Wykres funkcji Vv ¢(x,y) otrzymujemy poprzez srodkowanie zbioru 4 na o$ X.
y

d) Wykres funkcji Jo(x,y) otrzymujemy poprzez rzutowanie zbioru 4 na o$§ X.
E

Uwaga. Srodkowanie zbioru 4 na o§ Y (na o$ X) polega na znalezieniu najwickszego pasa
rownoleglego do osi X (do osi Y) calkowicie zawartego w A4 i znalezieniu nastgpnie przecig-
cia tego pasa z osia Y (osig X).

35. Niech x =y, x <y, x <y beda funkcjami zdaniowymi okreslonymi dla liczb naturalnych.
Za ich pomoca oraz operacji arytmetycznych (+,-), symboli dla liczb i symboli logicznych
zapisa¢ podane funkcje zdaniowe 1 przedstawic je w postaci normalne;.
a) x jest liczba parzysta.
b) x jest liczba pierwsza.
) x jest najmniejsza wspolna wielokrotnoscia liczb y 1 z.
d) x jest najwigkszym wspolnym dzielnikiem liczb y i z.
e) (Twierdz. Czebyszewa). Pomigdzy liczbami 7 i 27 istnieje co najmniej jedna liczba
pierwsza.
f) (Hipoteza Goldbacha). Kazda liczba nieparzysta wigksza od 3 rozktada si¢ na sumeg
dwaoch liczb pierwszych.
g) Nie istnieje najwigksza liczba naturalna.

Odp.
D V(Qu+1>3—>33IVV(p=yz—> p=yVvi=y)A(g=yz—>qg=yvi=y)=2u+l=p+gq))
u pqy z
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36. Zmienne w funkcjach zdaniowych x =y, x <y, x <y przebiegaja zbior liczb rzeczywi-
stych. Korzystajac z tych funkcji oraz ze znanych operacji arytmetycznych zapisa¢ za pomoca
symboli logicznych podane zdania.

a) Funkcja f(x) ma doktadnie jedno miejsce zerowe.

b) Migdzy dowolnymi dwiema liczbami rzeczywistymi istnieje trzecia.

¢) Funkcja f(x) jest malejaca.
37. Co oznaczaja formuty ?

a) V V(n<m—)an<am);

neN meN

b) VIV ‘v’(k>n/\l>n—>|ak—a,|<8);

e>0 neN keN /eN

c) VIVV(n>n,—>

e>0mny n k

a, — an+k| < ¢), gdzie zakresem zmiennosci € jest zbior liczb
rzeczywistych, a zakresem zmiennych n,, k, n jest zbior liczb naturalnych.

d 3 Vv

x eR neN

e) V 3 V(x—y<5>[f(x)-f()<e);

£>06>0 xeR

fy vi v Vb](|x—y|<5—>|f(X)—f(y)|<8);

£>0 8>0 xela,b] y€[a,

a,<x;

g) V..V(ax,+..+ax, =0—>a +..+a, =0), gdzie zakresami zmiennodci
a an

zmiennych a,...,a, jest zbidr liczb rzeczywistych stanowiacy ciato, nad ktorym
jest rozpigta przestrzen liniowa;

h) AVN((I eAN kVN(k ed—>k+le d)—> VNn € A), gdzie N jest zbiorem liczb natu-
ralnych.

38. Znalez¢ alternatywna i koniunkcyjna posta¢ normalng formut (zakladamy, ze formuty
0, V,y sa elementarne tj. nie zawieraja spojnikéw logicznych, nie poprzedza je spojnik nega-
cji oraz kwantyfikator).

a) Vo) vV y(x),

b) Jo(¥)AJv(x),

¢) Jo(x) > Vy(x),
d) Jo(x) © Vy(x,»),
€) ~30() A 3w, ),

f) _‘Y(El(p(xay) - (_'Y\ll(xayaz) \4 YY(X,)’,Z))),
&) 3(Y 90, )V = HWx, )V ¥ 1)),
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39. Sprowadzi¢ do postaci normalnej prawa KWRP.

40. Wykaza¢, ze podane schematy sa regutami dowodzenia KWRP

a) Reguta uogolniania
P(x), x X
ALY

Regute uogolniania stosuje si¢ rowniez dla kwantyfikatora o zakresie ograniczonym przez
dowolna funkcj¢ zdaniowa y(x),x € X .

Vo)
o),y eX
Y o)

d) Reguta Iaczenia kwantyfikatora ogdlnego wzglgdem alternatywy

b)

c)

Y o)V Y yx)
Y @0)vyx)

e) Reguta rozkladania kwantyfikatora szczegdtowego wzgledem koniunkcji
3,00)Ay()
e 3 w)

f) Reguta rozktadania kwantyfikatora ogdlnego wzgledem implikacji
V(90 > w()
Vo(x) > ¥ y(x)

g) Reguta rozktadania kwantyfikatora szczegotowego wzglgdem implikacji
V() > y(x)
3.00)—> 3 y(x)

h) Reguta przestawiania kwantyfikatorow

3V o(x,y)

xeX yeY¥

i P )
1) Reguta eliminacji kwantyfikatora ogélnego
¢ V)
oo vyx),xeX

j) Reguta eliminacji kwantyfikatora szczegotowego
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3.0() >y
o(x) >y, xeX

Dowody. a) Jesli ¢(x),x € X, jest funkcja zdaniowa prawdziwa w X, to dla kazdego x e X
prawdziwe jest zdanie @(x), co dowodzi, ze zdanie zxcp(x) jest prawdziwe.

b) Wynika z prawa dictum de omni i reguly modus ponens. Jesli bowiem zdanie XYX o(x) jest
prawdziwe, to stosujac regute modus ponens do xYX o(x) 1do XEVX o(x) > o(y), ye X, otrzy-
mujemy o(y), y €X .

¢) Oczywisty.

d) Wynika z praw KWRP i reguly modus ponens.

e) Wynika z praw KWRP i reguty modus ponens.

f) Wynika z praw rozkladania kwantyfikatoréw oraz reguty modus ponens.

g) Wynika z praw rozkladania kwantyfikatoréw oraz reguty modus ponens.

1) Wynika z prawa przestawiania kwantyfikatoréw i reguty modus ponens.

j) Na mocy prawa

¢(»)= 3 o(x), yeX
prawdziwa jest funkcja zdaniowa
o(x) > EIX o(x), xe X.
Jesli prawdziwe jest zdanie
30 ->v,
to stosujac regute sylogizmu warunkowego otrzymujemy
o(x)> vy, xeX.

Dowodzi to, ze podany schemat jest regula dowodzenia.



