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PROBLEMY I ZADANIA TM (1-31)

II. PODSTAWY TEORII MNOGOSCI

1. Wykaza¢, ze & = {J}.
2. Sprawdzi¢, czy dla dowolnych zbioréw X, Y, Z prawdziwe sa podane formuty teoriomnogosciowe.
a) {X,Y}e{{X,Y,Z} {X,Z},X,Y},
b) {X,Y}c{{X,Y,Z},{X,Z},X,Y}.
3. Podstawowe wlasnosci inkluzji. Wykaza¢, ze dla dowolnych zbiorow X, Y, Z zachodza
nastepujace wlasnosci:
a) X c X — zwrotnos¢;
b) Jezeli X Y i Y c X ,to X =Y - slaba antysymetria;
c) Jezeli X cY 1Y < Z,t0o X ©cZ - przechodniosé.

4. Podstawowe wlasnosci inkluzji wlasciwej. Wykazac, ze dla dowolnych zbiorow X, Y, Z zachodza
nastgpujace wlasnos$ci:

a) X c X - przeciwzwrotnos¢;
b) (X <c¥Y)—> (Y < X) —mocna antysymetria,
c) (XcYAYcZ)—> X cZ - przechodniodé.

5. Zbada¢, czy dla dowolnych zbioréw X, Y, Z prawdziwe sa zdania:

a) (XeYAYeZ)>XeZ,
b) (XeV¥AYcZ)>—(Z<X); (w)
) (XeVAYcZ)»>—(Xc2Z);
d) (XeVXAYcZ)>(XcZ);
e) (XcYnAYeZ)»>(Xc2).
6. Zbada¢, czy dla dowolnych zbioroéw A4, B i C prawdziwe sa zdania:
a) (AeBABeC)—>(4€();
b) (AcBABe(C)—>(4€();
¢) (ANBcC'AAUCCB)>(ANC=9);
d) (A4#BAB#C)—> A#C,
€) (A c(BulC)YABc(AuC )') — B=. (N) Wystarczy wzia¢ trzy parami rozlaczne
niepuste zbiory.
7. Poda¢ przyktad zbioru czteroelementowego, ktorego kazdy element jest jego podzbiorem.
8. Zbada¢, czy prawdziwe sa formuty:
a) Y Jc A,
b) 3 DcA.
Odp.: a) Dla dowolnego zbioru 4 zachodzi {x €A4: ®(x)} = 4. Podstawiajac w miejsce formuty
®O(x) funkcje zdaniowa x # x , otrzymujemy J={x €4: x #x}C 4.
b) Kazdy niepusty zbidr 4 zawiera jako podzbior wlasciwy zbior pusty.
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9. Poda¢ wszystkie elementy i podzbiory zbioru:
a) J; elementow nie ma , jedynym podzbiorem jest zbior & ;
b) {J}; zbior & jest rtoOwnoczes$nie podzbiorem i elementem;
¢) {D,{J}}; jedynymi elementami sa & 1 { }, podzbioramisa &, { T}, {{ T }},
{2,{}} .

10. Znalez¢ zbior 2 jezeli:
a) X =1{,23};

b)) X=0;
c) X ={J}.

11. Ile elementéw ma zbiér 2> , jezeli X jest zbiorem n-elementowym ?

12. Znalez¢ wszystkie elementy zbioru 2% , jezeli:

a) X =0,
b) X ={J},
c) X ={J,{J}}.

13. Podstawowe prawa algebry zbiorow dla operacji sumy i iloczynu.
Wykazaé, ze dla wszelkich zbioréw A4, B, C, D zachodza prawa:

a) AuAd=ANA=A -prawo idempotencji dodawania i mnozenia zbiorow;

b) AUB=BuUA —prawo przemiennosci dodawania zbiorow;

c) AnB=BnNA - prawo przemienno$ci mnozenia zbiorow;

d) An(BuUC)=ANB)u(dnC) — prawo rozdzielnosci mnozenia wzglgdem dodawania
zbiorow; (w)

e) AUBNC)=(AUB)N(4uC) — prawo rozdzielnosci dodawania wzgledem mnozenia
zbiorow;

) Av(BUC)=(AUB)UC -—prawo lacznosci dodawania zbiorow;

g) AN(BNC)=(ANB)NC - prawo lacznosci mnozenia zbiorow;

h) (AUB)NA=UANB)UA;

) UNnByu(CnNnD)y=(AulC)Nn(BUlC)NAuUD)N(BUD);

j) Aud=A -prawo neutralnosci zbioru & wzglgdem dodawania.

14. Wykaza¢é, ze przy ustalonym uniwersum U dla wszelkich zbioréw 4, B, C, D zachodza nastepujace
réwnosci:

a) AVA'=U,;
b) AnA'=D;
c) Uud=U;

d) UnA=A4 - prawo neutralno$ci uniwersum wzgledem mnozenia;

e) A''= A — prawo podwojnego dopelniania zbioru;

f) UNnB)uAnNB)=(AUB)N(AUB')=A4;

g) AUB)NA=A4ANB;
15. Wykaza¢, ze przy ustalonym uniwersum U dla wszelkich jego podzbiorow 4, B, C zachodza na-
stgpujace rownosci:

a) (AUB)=ANB'" -—prawo de Morgana;

b) (AN B)'=A'UB' —prawo de Morgana (w);

c) AN(BUC)=(4A\B)n(4\C);

d) A\(BNC)=UA\B)u(\C);
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e) A\(A\B)=ANB;
f) (A\B=A\(ANB);

g) ANB\C)=(ANB)\ANC)=(ANB)\C;
h) (A\B)\C=U\C)\(B\C) ;

) ANB\A)=0;

i) (AUB)\C=(A\C)U(B\C) ;

k) A\(B\C)=(UA\B)UANC);

) A\(BUC)=(4\B)\C.

16. Wykaza¢ wlasnosci:
a) AcB—>AuCcBuUC(C,
b) AcB—>ANnCcBNC;
¢c) AcB—>A\CcB\C,
d) AcB—>C\Bc(C\4,;
e) AcB—>B'c A
) AuUB=ANnB—> A=18B,
g) AAB=B\A—> A=B8B;
h) A=B'&>(ANB=OAAUB=U);
i) ABCcCeo(AcCABc();
j)) AcBNC«(AcBAAcCO);
k) AnNBc C < AcC B'UC; (w)
) AcBuUC AnB'cC,
m) (A\BY)UB=A« Bc 4;
n) (ANB)UC=AN(BUC)<>Cc 4;
0) (A= B)A(Cc D)) > (ANC)c(BND);
p) (AcB)A(Cc D)) —>(AvC)c(BUD);
) (A< B)A(C D)) > (4\D) = (B\C);
1) A+B=0 < A=B;
s) ANB=O0—>AUB=A4+B,;
t)y A+B=C<>B+C=4<C+A4=8B.
17. Zbadag, jakie relacje inkluzji zachodza miedzy zbiorami 4, B i C, jesli prawdziwa jest rownos¢
a) ANB)U(CNB)=B;(w)
b) (AuB)N(CUB)=B;
¢) U\C)uB=A4AUB;
d) (AUB)\C=(A\C)UB);
e) AUBI\BNC)=ANnC,;
f) (UNB)UC)\A=(ANB)\C;
Odp.a) BcAuC,b)CnAcB;c)CnAcB;d) BNnC=J;e) AuvBcC,AnB=J;
) ANnBcCcA.

18. Wykazaé réwnosci zbiorow (dla dowolnych zbioréw 4, B, C).
a) A+B=B+4;
b) A+(B+C)=(A+B)+C;
) ANB+C)=(ANB)+~ANC);
d A+(A+B)=5B;
e) AuB=A4A+B+(ANB);
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f) A\B=A+(ANB);

g) A+ =4,

h) A+4=0

i) AUuB=(A+B)u(AnB).

19. Zdefiniowa¢ dziatania U, N, \ za pomoca dziatan:

a) +,M;
b) -, U;
c) +\.

20. Dowies¢ wlasnosci uogoélnionej sumy i uogoélnionego iloczynu zbioréw
n n—1
a) J4 =JU\4.)uA,\4)ud, nd,n..n4,),
i=1 i=1
b U4 nUB =UJUJH, nB)),
i=1

i=1 i=1 j=1

n

B, ZU(Ai +B;), (W),

i=1
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-

1

=
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1

-

Il
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1

B, c| J(4, +B,).
1

1

21. Wykaza¢ wlasnosci podanych rodzin podzbiorow.
a) 2777 =271n2";
N4 _
b) 2= =()2";
iel
c) 2P ={4, UB;: 4, €2, B €2°}; (w)
.UAi A
d) 2 ={JB, :B, e2"}.

iel

22. Rozwiaza¢ uktady rownan teoriomnogosciowych przyjmujac, ze zbiory 4, B i C sa dane.

ANnX =B .
a) gdzie BcAcC,(w)

AuX =C
A\X =B .
gdzie Bc A4, AnC=9,
X\A4=C
A\X =B .
) gdzie BcAcC.
XuAd=C

Odp.:b) X =(4\B)uC,c) X =C\B.

26

23. Znalez¢ sumg i iloczyn indeksowanej rodziny zbiorow dlai) 7 €N, ii) e R", gdzie 4, < R jest

zbiorem okreslonym nastepujaco:
a) 4 ={x:t<x<t+1};
b) 4, ={x:—t<x<t};
c) A ={x:t<x};
d) 4, ={x:0<x<1/(t+1)};
e) A ={x:—1/(t+)<x<1/(t+1)};
) A ={x:t/t+)<x<@+1)/(t+2)};
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g) 4, ={x:t* <x<(t+1?};
h) 4, ={x:sinx=t};

Odp. a) UA, =[1, ), UA[ =(0, ), ﬂAtz ﬂAt=®;

eN feR* teN teR*
b) UA, = UAt =R, ﬂAt =[-L1]; ﬂAt =10}
teN teR”" teN teR*

24.Niech 4,,, =R . Znalezé (J4,,,. (4w U N 4w (VU4 Jezeli:

n,meN n,meN neNmeN neNmeN
a) An,m:{x:nzéx<m2};
b) 4,,={x:n<x<mj.

Znalez¢ (N 4,m> NU4wws U N4> (U4, jezeli

neNmeN neNmeN meN neN meN neN
) A ={x:n*<x<m®+m+1)>*}.

n,m

Wskazowka. Dla indekséw naturalnych zestawi¢ elementy rodziny zbior6w w macierz.

25. Dowies¢, ze przy ustalonym uniwersum U zachodza rownosci
a) (U A4)= ﬂ A', —prawo de Morgana dla uogélnionej sumy zbioréw,
tel tel
b) (m A4)'= U A', — prawo de Morgana dla uogoélnionego iloczynu.

tel tel

26. Udowodni¢ prawdziwos$¢ podanych formut teoriomnogosciowych.

a) J,uB)=J4 vlJs, .

tel teT teT
b) (4, nB)=()4, ()3, .
teT teT teT
o A, nBy=J4, B,
tel tel
d) (4, uB)=()4,UB,
teT teT
e) U UAk,t =U UAk,t >
keK teT tel teT
f) ﬂ ﬂAk,t :ﬂ ﬂAk,t >
keK teT tel keK
2) U U(Ak NB,)= UAk mUBt 5
keK teT keK teT
hy () (4, uB)=)4 Y[)B, .
keK teT keK tel

27. Zbada¢, czy prawdziwe sa rownosci
a) ()(4,vB,)=()4,v[)B,. (odp. tylko o)

tel teT teT

b) UAt N UBt = U(At N B,), (odp. tylko o)
tel teT tel

o U N4 =M U, . (odp. tylko ) (w)
keK tel tel kekK

d U, \B)=J4 \UB, . (odp. tylko ).

teT tel teT
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28. Niech 4, = {1}, 4, = {1, 2}, 4, = {2, 3} oraz uniwersum jest zbior liczb naturalnych.
a) Wskaza¢ wszystkie sktadowe,
b) Podac elementy ciata C(4,,4,,4;),

c) Zbadaé czy zbiory 4, 4,, 4, sa niezalezne.

29 Okresli¢ uniwersum U, wprowadzi¢ w nim cztery zbiory niezalezne i wykaza¢ poprawnos¢ kon-
strukcji.

30. Poda¢ przyktad uktadu dwoch niezaleznych zbioréw dwuelementowych zawartych w zbiorze
U=1{0123,4,5}. Czy do uktadu tego mozna dotaczy¢ jeszcze jeden zbidor dwuelementowy tak, aby

te zbiory dalej byly niezalezne ?

31. Wykaza¢, ze rodzina skonczonych podzbioréw zbioru N i ich dopetien stanowi ciato zbiorow.



