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PROBLEMY I ZADANIA TM (116-141)

IX. MOCE ZBIOROW I LICZBY KARDYNALNE

116. (Zadanie Steinhausa mister intelektu). W stlowniku znajduje si¢ milion wyrazow. Czy
mozna odgadna¢ wyraz z tego stownika stawiajac 20 pytan, na ktére odpowiedz bedzie tak
lub nie ?

Rozwigzanie. Kazda liczbe naturalna mozna w uktadzie dwdjkowym napisa¢ za pomoca
dwoch cyfr 01 1, tj. w postaci

> a2, gdzie a, jest zerem lub jedynka.
i=0
Najwigksza liczba napisang za pomoca 20 jedynek jest

19
D2'=2% -1=1048775

i=0

Wszystkie hasta w stowniku ponumerujemy kolejnymi liczbami naturalnymi 1 zat6zmy, ze w
stowniku jest nie wigcej niz 1048575. Kolejne 20 pytan moze by¢ takie:

,Czy i-ta kolejna cyfra numeru hasta w systemie dwojkowym jest jedynka ?”

Po dwudziestu kolejnych pytaniach numer hasta jest ustalony, a wigc zadane ze stownika ha-
sto odnalezione.

117. Ile liczb naturalnych ze zbioru N,,,, dzieli si¢ przez 3 lub 5, lub przez obie te liczby ?

Rozwigzanie. Niech D, (N,,,) ={n €Ny : k| ny, k=3,5. Mamy wowczas

D3 (NIOOO) UDS (NIOOO) = D3 (N1000)+D5 (NIOOO)_D3 (Nlooo)mDs (Nlooo) =
[1000/3 |+[1000/5 |—|1000/15 |=333 +200 - 66 = 467

gdzie | x | oznacza czesé catkowita liczby .

118. Wyprowadzi¢ wzoér na moc skonczonej sumy zbiorow skonczonych, tj. niech uniwersum
U bedzie zbiorem skonczonym oraz niech 4,,4,,...,4, begda podzbiorami uniwersum U.

Wowczas

n

A, =7

i=1" ¢
119. Wykaza¢ podane wlasnosci zbiorow przeliczalnych.
a) Podzbidr B zbioru przeliczalnego A jest zbiorem przeliczalnym
(A8, nBcA)>(B<x,)

b) Suma dwoch zbiorow przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym

(A<N, A ESNO)A(AUBSNO)

¢) Suma dowolnej skonczonej ilosci zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym
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d) Przeliczalna suma zbiorow przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym

J jeJ

vV ((7SNO/\A=(/SNO)—>UAJ.SN0]

jeJ

e) lloczyn kartezjanski dwoch zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym

(A<N, AB<N,)—> AxB <N,

f) Skonczony iloczyn kartezjanski zbiorow przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym

1>< 4, SNo)

.....

g) Zbior wszystkich ciagdw skonczonych o wyrazach nalezacych do danego zbioru przeli-
czalnego jest przeliczalny.

Dowody. a) Jezeli A jest zbiorem skonczonym to dowod wynika z 9.4. a). Niech 4 bedzie
zbiorem przeliczalnym nieskoficzonym. Jezeli B jest zbiorem pustym lub skonczonym to jest
zbiorem przeliczalnym. Pozostaje wykazaé, ze zbior B jest rowniez przeliczalny, jesli jest
nieskonczony. Poniewaz zbidr 4 jest z zatozenia zbiorem przeliczalnym nieskonczonym, wigc
istnieje bijekcja f: N —> A4 ustawiajaca elementy zbioru 4 w ciag {q,,a,,..}, gdzie

a, = f(i). Poniewaz f' *B cN i funkcja odwrotna jest jednoznaczna, wigc B jest zbiorem

przeliczalnym.

b) Jezeli jeden z danych zbiordéw jest pusty, to oczywiscie ich suma jest zbiorem przeliczal-
nym. Wigc zatdozmy, ze oba zbiory sa niepuste i przeliczalne, woéwczas elementy kazdego
z tych zbioréw mozna ustawi¢ w ciag skonczony lub nieskonczony

A={a, ,a,,...}, B={b,b,,....}.
Istnieja funkcje
f: N>4ig N->B

na

Zauwazmy, ze funkcja #: N—> AU B okreslona dla ne N wzorem:
h2n—1)= f(n) i h(2n) = g(n)
ustawia wszystkie elementy sumy tych zbioréw w ciag przeplatany
AuB={a,,b ,a,,b,,...}.
Stad suma zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym.
¢) Wynika z b) przez indukcjg.
d) Jezeli zbior indeksow J jest skonczony to patrz wyzej. Jezeli J =N tozbiory 4,, jeJ

mozna roéwniez poindeksowa¢ liczbami naturalnymi. Wowczas wystarczy wykazaé, ze |J 4,
neN

jest zbiorem przeliczalnym. Zat6zmy, ze dla kazdego ne N zbior A, jest przeliczalny. Wy-
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kazemy, ze |J 4, jest zbiorem przeliczalnym. Z zatozenia dla kazdego n eN istnieje funkcja
neN

f,: N> 4,. Okreslamy funkcje

g: N> UAn
neN

wzorem g (n,m)= f,(m). Poniewaz kazda z funkcji f, jest surjekcja, wigc funkcja g prze-
ksztatca zbior NxN na sumeg |J 4, . Ztozenie funkeji g z funkcja odwrotng do funkcji pary J

neN

(patrz wyktad lub przyktad) jest wigc surjekcja:
goJ N—)UAn ,
neN

stad zbior UAn jest przeliczalny.

neN

e) W dowodzie implikacji (j <Ny A B< N, )= AxB <X, korzystamy z funkcji pary

J,.1(x,¥), ktora jest bijekcja migdzy zbiorami N, x N 1 N, wigc ustala moc N ;) xN, =N,.
Niech teraz 4 1 B bgda dowolnymi zbiorami przeliczalnymi, tj. j <N, A E <N,, Wowczas
istniejq iniekcje

f:A—>N,, g:B—>N,

Przeksztatcenie h: Ax B — N, okre$lone jako zlozenie:

h(x,y) = J50 (f (%), (»))

Jest iniekcjq zbioru Ax B w zbior N,. Wobec tego 4x B jest zbiorem przeliczalnym, tj.

AxB <N,

f) Jezeli co najmniej jeden ze zbiorow 4, ,..., 4, jest zbiorem pustym, to x A, =3 . Przyjmu-

jemy, ze zaden ze zbiordw 4, ,..., A, nie jest pusty i dowod przeprowadzamy indukcyjnie
wykorzystujac poprzednia wtasnos¢.

g) Niech A bedzie zbiorem przeliczalnym. Dla n=12,... zbidr 4" jest zbiorem ciagow

n—elementowych o wyrazach ze zbioru 4. Zbiér 4" jest zbiorem przeliczalnym jako iloczyn

kartezjanski skonczonej ilosci zbioréw przeliczalnych. Stad zbior UA” wszystkich ciagow
neN
skonczonych o wyrazach z A4 jest przeliczalny na mocy wlasnosci c).

120. Piraci (Lewis Carrol'). W zacictej bitwie 70 sposrod 100 piratow stracito jedno oko, 75
— jedno ucho, 80 — jedna r¢ke 1 85 — jedna noge. Jaka jest najmniejsza liczba piratow, ktorzy
jednoczesnie stracili oko, ucho, rgke i noge ?

! Lewis Carrol to pseudonim matematyka C. L. Dodgsona znanego jako pisarza literatury dziecigcej. Autor m.in.
Alicji w krainie czarow. Piraci to zadanie zaczerpnigte z jednej z jego powiesci.
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Wskazowka. Oznaczenia A — zbior piratow jednookich, B — zbidr piratéw jednouchych, C —
zbidr piratow jednorgkich, D — zbidr piratdow jednonogich. Oszacowanie szukanego zbioru

ANBNCND2=210.

121. Dziwne towarzystwo (Steinhaus). Kto$ opowiadal, ze znalazt si¢ w towarzystwie licza-
cym (razem z nim) 12 oséb tak dobranym, ze

a) kazdy mial w tym gronie 6 nieznajomych, pozostatych znat,

b) kazdy nalezal do trojki nawzajem znajacych sig,

c) nie byto czworki 0sob, ktore by znaty si¢ nawzajem,

d) nie byto czworki osob, w ktorej nikt nikogo nie znat,

e) kazdy nalezat do trojki osob nawzajem si¢ nieznajacych,

f) kazdy miat wérdéd swoich nieznajomych takiego, z ktérym nie mieli wspolnych zna-
jomych w owym gronie.

Styszac to dr Szaradek o$wiadczyl, ze byt w takim towarzystwie, w ktérym spetnione byly
warunki a), b), d) i e), ale kazdy znat 6 i tylko 6 0s6b i miat znajomego, z ktorym razem znali
wszystkich (tj. takiego, ktory go mogt zapoznaé z reszta towarzystwa).

Czy te opowiadania sg prawdziwe ?

Czy mozna znalez¢ przyktad 10 osob taki, zeby spehity si¢ warunki b), ¢) d) i e), zeby kazdy
znat piec¢ oséb 1 miat znajomego znajacego reszte ?

Czy mozna znalez¢ 10 oséb spetniajacych warunki od b) do f) ?

122. Czy mozliwe jest, ze w mieScie milionowym zyja dwie osoby o takiej samej liczbie wlo-
sOW na glowie ?

123. Wyznaczy¢ moce zbiordéw:
a) Q — zbior liczb wymiernych;
b) Zbior wszystkich wielomiandw jednej zmiennej o wspdtczynnikach wymiernych;
c) Zbior wszystkich liczb algebraicznych;
d) Zbior wszystkich przedzialdw na prostej, majacych oba konce wymierne;
e) Kazda rodzina okregéw {K(a, b), r): a, b, r €Q};
f) Kazda rodzina parami roztacznych przedziatow na prostej;
g) Zbidr punktéw nieciaglosci funkcji monotonicznej £ e R®;
h) Zbior ekstremow funkcji ciaglej o wartos$ciach rzeczywistych.

Wskazowki. a) Okreslamy funkcj¢ /@ Z x N — Q wzorem: f(m,n)=[(m,n)], = ™ Ponie-
n

waz zbior Z x N jest przeliczalny, wigc istnieje funkcja g przeksztatcajaca zbiér Nna Z x N.
Funkcja zlozona f o g przeksztatca zbidér N na zbior Q, a wige zbior Q jest przeliczalny.

b) Kazdemu wielomianowi

W.(Q)=a+ ax+...+tax"
o wspotczynnikach wymiernych odpowiada we wzajemnie jednoznaczny sposob skonczony
ciag jego wspotczynnikow (a,,a,,...,a,) Q""" liczb wymiernych. Na mocy ... zbiér
wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny. Stad zbidr wszystkich ciagdéw skonczonych o

wyrazach wymiernych jest przeliczalny. W konsekwencji zbidr wszystkich wielomianow jed-
nej zmiennej o wspotczynnikach wymiernych jest rowniez przeliczalny.
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c) Liczby algebraiczne sa to pierwiastki wielomianow W, (Q) o wspdiczynnikach wymier-
nych. Kazdemu wielomianowi mozna przyporzadkowaé¢ ciag skonczony wszystkich jego
pierwiastkéw. Na mocy zad. g) i twierdz.  wynika, ze istnieje przeksztatcenie f zbioru N na
zbidr W ,(Q). Stad obrazy f(n) wszystkich liczb naturalnych neN przy przeksztatceniu f wy-

czerpuja wszystkie wielomiany jednej zmiennej o wspotczynnikach wymiernych.

124. (Lemat o nieprzeliczalnosci przedzialu [0,1]) Wykazaé, ze zbidr liczb rzeczywistych z
przedziatu [0, 1] jest zbiorem nieprzeliczalnym, tj. ma miejsce wlasnosé

[0,1]> X, gdzie [0,1]={xeR: 0<x<1})

Dowo6d. Wykazemy przez sprowadzenie do sprzecznos$ci, ze nie istnieje ciag o wyrazach z
przedziatu [0, 1] taki, ze kazda liczba rzeczywista z tego przedzialu jest wyrazem ciagu.
Niech (x,),.n bgdzie dowolnym ciagiem spelniajacym warunek f(n)=x, oraz:

vV 0<x,<l1.
neN

Konstruujemy ciag przedziatldw przyjmujac, ze [a,,b,]=[0, 1], przedziat [a,, b,] dzielimy na
trzy domknigte przedzialy postaci
[0, 1/3], [1/3, 2/3], [2/3, 1].
Sposréd nich wybieramy taki, do ktoérego nie nalezyx, i oznaczamy go przez [a,, b,]. Spel-
nione sa wowczas warunki
x, ¢la,,b], by—a,=1/3 1 [a,,b]]c[0,1]=[a,,b,].
Podobnie postgpujac z przedziatem [a,, b,] wyznaczymy przedziat [a, b] spelniajacy warun-
ki
x, &[ay,b,], b, —a, =(1/3)" i [a,,b,]1[a;,b;].

Ogolnie, majac juz okreslony przedziat taki, ze

xn—l g [an—l s bn—l ]’ b - an—l = (1 / 3)”_1 s [an—l s bn—l ] - [an—Z ’bn—2 ]

n-1

wyznaczamy, kontynuujac to postgpowanie, przedziat [a,, b,] spelniajacy warunki:
(*) X, & [an’ bn ]’ bn —-a,= (1 / 3)”a [am bn]c [an—l’ bn—l]

W ten sposob okreslamy ciag przedziatow

([an > bn ])neN

speliajacy warunki (*) dla kazdego n > 1. Z (*) wynika, ze dla kazdego n e N zachodza nie-
réwnosci

0<a,<a,, <b, <b, <I.
Ciagi (a,),.x 1 (b),x S& WigCc monotoniczne i ograniczone, zatem s3 zbiezne. Na mocy (*)
dla kazdego n € N mamy
b, —a,<(1/3)",
stad

lim(b, —a,) =0.
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W konsekwencji

lima, = lim b, =x, gdziex €[0,1].
n—o n—0

Liczba rzeczywista x nalezy do kazdego z przedzialow [a,,b,], wigc jest r6zna od kazdego x,,
poniewaz na mocy (*) x, ¢[a,,b, ], n€ N. Wobec dowolnos$ci ciagu (x,),.y Wykazalismy,
ze dla kazdego ciagu o wyrazach z przedziatu [0, 1], istnieje liczba rzeczywista w tym prze-

dziale, ktora nie jest wyrazem ciagu, co konczy dowdd.
125. Wykaza¢ podane wtasnosci zbioréw nieprzeliczalnych.

a) Nadzbior B zbioru nieprzeliczalnego A4 jest zbiorem nieprzeliczalnym
(A>N, A ACB)—>(B>N,);

b) Suma dwodch zbiordéw nieprzeliczalnych jest zbiorem nieprzeliczalnym;
¢) lIloczyn kartezjanski dwdch zbiorow nieprzeliczalnych jest zbiorem nieprzeliczalnym;

126. Wykazac, ze zbidr wszystkich liczb przestgpnych jest nieprzeliczalny.

Rozwigzanie. Liczby przestgpne sa to liczby rzeczywiste, ktore nie sa liczbami algebraicz-
nymi. Zbior wszystkich liczb algebraicznych jest zbiorem przeliczalnym, wigc zbiodr liczb
przestgpnych musi by¢ nieprzeliczalny.

127. Dotychczas poznalismy dwie liczby kardynalne nieskonczone. Odpowiadaja one mocy
zbioréw roéwnolicznych ze zbiorem liczb naturalnych oraz mocy zbioréw réwnolicznych z
przedzialem jednostkowym zbioru liczb rzeczywistych. Ani zbior punktow kwadratu, ani
zbior punktow szescianu nie ma wigkszej mocy. Czy wobec tego moc przedzialu rzeczywi-
stego jest najwigksza ?

128. Lemat przekatniowy Cantora. Niech f'bedzie funkcja
fiA—>2",
gdzie X jest dowolnym zbiorem i 4 = X . Wykaza¢, ze istnieje wtedy zbior Z € 2% taki, ze
VA Z # f(x),
tzn. funkcja f'nie jest surjekcja.
Rozwigzanie. Dla kazdego x € 4 mamy f(x) < X . Okre$lmy zbior Z jako
Z={xed: x¢ f(x)}.
Wtedy Z < 4, a poniewaz A c X, wiec Z € 2" . Pokazemy, Ze zbioér Z nie jest wartoscia
funkcji f'w Zadnym punkcie zbioru 4. Przypu$¢my, ze dla pewnego x, € 4 mamy Z = f(x,).
Rozwazmy dwie mozliwosci:
(a) Niech x, € Z, wtedy x, musi spelnia¢ warunek wystepujacy w definicji zbioru Z, tzn.
x, & f(x,),ale f(x,)=Z1x,€Z,czyli x, € f(x,) co daje sprzecznos¢.
(b) Niech x,€ A\Z, wtedy x, ¢ Z, nie spelnia wigc warunku wystgpujacego w definicji

zbioru Z, czyli —(x, & f(x,)). Stad x, € f(x,) 1 x, €Z, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze

Z = f(x,).
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Poniewaz dla dowolnego x, € 4 zachodzi albo (a) albo (b), wigc otrzymaliSmy sprzecznos¢ z
zalozeniem, co konczy dowod nie wprost twierdzenia.

129. Wykazaé, ze dla dowolnego zbioru X zbiér 2% nie jest rownoliczny z zadnym podzbio-
rem zbioru X, czyli

Jaki wniosek wynika z tego faktu ?

Dowéd (nie wprost). Gdyby A4=2", to istniatlaby funkcja wzajemnie jednoznaczna
f:A4—2%, co jest sprzeczne z lematem Cantora. Stad zbiér 4 nie moze by¢ podzbiorem
zbioru X. W szczegolnoéci zbiory Xi 2% nie sa rownoliczne.

Whiosek. Zbior 2~ wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych jest nieprzeliczalny.

130. Wyznaczy¢ moce zbiordéw:
1) Rliczb rzeczywistych;
1) NQ liczb niewymiernych;
k) C liczb zespolonych.
Wskazowki.
a) Wystarczy wykaza¢, ze R=[0,1].

b) Gdyby zbior liczb niewymiernych byt przeliczalny, to zbior wszystkich liczb rzeczywi-
stych R = QU NQ bylby zbiorem przeliczalnym na mocy ........

c) Poniewaz C=R’, wigc wystarczy wykazaé, ze zbior R* jest nieprzeliczalny. Najpierw
mozna wykazaé, ze kwadrat bez brzegéw o boku jednostkowym jest rownoliczny z przedzia-
tem (0, 1).

131. Wykaza¢, ze zbior B wszystkich funkcji okreslonych na zbiorze 4 i przyjmujacych war-
tosci 0 1 1 ma moc wieksza niz moc zbioru A4.

Dowod. Najpierw wykazemy, ze moc zbioru B jest nie mniejsza niz moc zbioru 4. W tym
celu kazdemu punktowi a zbioru 4 przyporzadkowujemy funkcj¢ f,(x) przyjmujaca w tym
punkcie warto$¢ 1, a w pozostatych punktach — warto$¢ 0. Oczywiscie, roznym punktom od-
powiadaja rézne funkcje. Zatem moc zbioru B jest nie mniejsza niz moc zbioru 4.

Wykazemy teraz, ze moce te nie sa sobie rdwne, tzn. Ze nie istnieje odpowiedniosé
wzajemnie jednoznaczna mi¢dzy elementami zbiorow 4 i B. W tym celu zalozymy przeciw-
nie, ze istnieje taka odpowiednio$§¢ wzajemnie jednoznaczna.

Tworzymy nowa funkcje ¢(x) okreslona rownoscia

o(x) =1-f.(x)

Aby znalez¢ warto$¢ funkcji @(x) w pewnym punkcie a € 4, nalezy najpierw znalez¢ odpo-
wiadajaca temu punktowi funkcj¢ f, (x), a nastgpnie odja¢ od jedynki warto$¢ tej funkcji dla
x =a. Funkcja @(x) jest okreslona na zbiorze 4 i przyjmuje warto$ci w zbiorze {0,1}. Zatem
o(x) € B. Lecz wowczas, zgodnie z zatozeniem, ¢(x) odpowiada pewnemu punktowi b zbio-
ru B, tzn.

o(x) = £, (x).
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Uwzgledniajac pierwsza réwnos¢ dla ¢(x) otrzymujemy, ze dla wszystkich x € 4

1-f.(0)=f,(x).
Podstawimy w tej rownosci x =b . Wowczas otrzymamy, ze

1= f, ()= f,(x)
skad

1
fb(b)zz'

Jest to jednak sprzeczne z zalozeniem, ze warto$ci funkcji £, (x) sa rowne 0 lub 1. Otrzymana

sprzeczno$¢ dowodzi, ze migdzy zbiorami A4 1 B nie moze istnie¢ odpowiednio$§¢ wzajemnie
jednoznaczna. Zatem dla dowolnego zbioru 4 mozna zbudowaé zbidr B o wigkszej mocy.
Dlatego nie istnieje zbior najwigkszej mocy.

132. Wykaza¢, ze dla dowolnej liczby kardynalnej m prawdziwa jest nierownos¢

m<2™,

Dowéd. Najpierw zauwazymy, ze zbiér 4 mocy m jest rownoliczny z podzbiorem zbioru 2
sktadajacym si¢ ze zbiorow jednoelementowych. Na mocy twierdzenia, ze zbior potegowy nie
jest réwnoliczny z Zadnym podzbiorem mamy m = 2™,

133. (Drugie twierdzenie Cantora-Bernsteina. Wykaza¢, ze dla dowolnych liczb kardynalnych
m, n, p zachodza wiasnosci:

a) m < m — zwrotnosc¢;
b) (m<n An<m)— (m=n)-antysymetria;

¢) (m<nAan<p)—> (m<p)-—przechodniosd.

1-1 1-1

Dowéd. b) Poniewaz f*X cY, gxYc X, gdzie f:X—>Y, g: Y—>X, wiec z wlasnosci
monotonicznos$ci obrazu, otrzymujemy f*(g*Y)c f* X < Y 1 na mocy pierwszego twierdze-
nia Cantora-Bernsteina f* X =Y.

c¢) Niech A= m, B=mn,C= p iniech zbiory 4, B i C beda roztaczne. Ponadto, niech funkcja
f ustanawia rownolicznos¢ zbiorow 4 1 B, < B, a g migdzy B i1 C, c C, wowczas go f usta-
nawia rownoliczno$¢ migdzy 41 C, < C, wigc m < p.

134. Wykaza¢, ze zawsze istnieje:
a) suma dwdoch licz kardynalnych,;
b) iloczyn dwoch liczb kardynalnych.

Dowdd. a) Zaldézmy, ze 4 =m, B=n oraz z¢ Ci D spelniaja warunek A=C,B=D i
CnD=9. Stad suma C U D rozpada si¢ na dwa zbiory roztaczne mocy m i n. Kazdy zbior

réownoliczny z suma C' U D ma t¢ sama wlasno$¢. A wigc 4 U B = m + n. Tym samym udo-
wodniliémy, ze A+B=AUB,o0ile ANB=0.
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135. Wykaza¢, ze
a) 3+5=28;
b) 3-5=15;
c) n+N, =N, (gdzie n oznacza dowolna liczbg kardynalng skoficzong);
d) N,+8,=N,;
e) N, N, =N,;
) Ny+e=¢
g Ny-e=¢
h) c+c=c¢;
1) c-c=c.

Wskazowka. Wykorzysta¢ wcze$niej wykazane wlasnosci lub skonstruowaé odpowiednie
zbiory i funkcje.

Odp.: e) wynika z twierdz. o iloczynie kartezjanskim dwoch zbiorow przeliczalnych.

g) NxR=J({i}xR) i {i}xR=R

ieN

136. Wykaza¢, ze dla dowolnych liczb kardynalnych m, n, p prawdziwe sa wtasnos$ci:
a) m+n=n+m;
b) mun=nm;
c) Mm+n)+p=m+Mm+p);
d) (mm)p=m(n-p);
) m-(n+p)=(mn)+(mp);

f) n+o=o;
g ni=1
h) n.o=o0;

Odp.: a) Jesli j:m+n, to A=BUC,gdzie BNC=0, EZ mi ?‘= n. Wobec tego, ze

A=CuU B, mamy j =n + m, co konczy dowod;
b) jest konsekwencja wlasnosci AxB=Bx A4;
d) jest konsekwencja wlasnosci Ax(BxC)=(AxB)xC;

e) wynika z wlasnosci Ax(BUC)=(AxB)U(AxC) i BNC=8 = (AxB)Nn(AxC)=J;
g) wynika z wlasnosci Ax{a} = 4;

137. Poda¢ przyktad liczb kardynalnych n 1 m takich, ze n+I1<mi-n<m.
Odp. Np. n =m =N, poniewaz X, +1=,.
138. Wykaza¢ whasnos¢ dla liczb kardynalnych

Mmoo IJm+p)=m

Czy liczba p jest okreslona jednoznacznie ?

Odp. Niech A =n, B=mi Ac B.Jako liczbg kardynalng p przyjmujemy p = B\ 4, np.
Ny +1=N,+2.
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139. Wykaza¢ wilasnosci.

a) 2% =g

b) no=¢ (n —liczba kardynalna skonczona);
c) NONO =c

d) ¢ =c

Odp. a) Zbior wszystkich przeliczalnych ciagéw ztozonych z 0 1 1 ma moc ¢. Dowod. Zbior
N™ ciagéw licz naturalnych jest rownoliczny z podzbiorem {0, 1}~ ciagéw liczb naturalnych
a,, a,, ... ustawionym wedtug schematu:

140. Wykaza¢, ze dla dowolnych liczb kardynalnych m, n , p zachodza wtasnosci:
a) m"P=m"m?;
b) m-n)’=m'n¥;
¢) (m")’=m"
d m'=m
e) 1M =1.

141. Wykaza¢ whasnos¢ 2" =27,

Wskazowka. 2 jest moca zbioru {0, 1}, tj. zbioru funkcji £, ktorych warto$ciami s liczby 0
i 1, a ktérych argumentami sa elementy zbioru 4. Kazda taka funkcja jest wyznaczona jedno-
znacznie przez zbior X , ={xe A: f(x)=1}. Przy tym réznym funkcja /1 g odpowiadaja
rozne zbiory X, i X,. Przyporzadkowujac funkcji f € {0, 114 zbior X ; € A, ustalamy bi-

jekcje miedzy zbiorami {0,1}" i 2%,



