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PROBLEMY I ZADANIA TM (43-55)

V.RELACJE

43. Niech R bedzie binarng relacja na 4. Wykaza¢, ze R=1, wtedy 1 tylko wtedy, gdy
RoS=S80R=S§ dladowolnej relacji S na 4.

Dowdd (=). Jezeli R=1,, to dla dowolnej relacji S na 4 mamy (x,y)eSoR < istnieje z
takie, ze (x,z)e R 1 (z,y)e S, ale (x,z)eR tylkodla x=z. W zwiazku ztym SoR=S.
Analogicznie RoS=S.

<) Niech S bedzie dowolna relacja na 4 oraz SoR=S 1 RoS =5, wowczas (x,y)eSoR
oznacza, ze istnieje z takie, ze (x,z)e R 1 (z,y)e S 1 (x,y)€ S, co zachodzi dla x =z, czyli
dla R=1,.

44. Zbada¢, czy dla dowolnej relacji R prawdziwa jest rtOwnowazno$¢
RcR'<R=R".
45. Okresli¢ zakresy zmienno$ci relacji i zbada¢, czy prawdziwe sa rownosci zbioréw:

a) ROUR=RNR=R,;

b) (&) =R:

o) (R UR,)" =R UR";
ol s

iel iel
e)( ) =R1‘lmR2"1;

iel iel
g) (R\S)=R"'\S™;
h) (R S)-1 R +S‘l;
J) I/ =
k) (XZ) =X2.
46. Dla jakich relacji R < X xY zachodzi réwno$¢ R = R' ?

47. lle istnieje binarnych relacji migdzy elementami zbioréw A4 i B, jezeli zbiory sktadaja si¢
odpowiednio z m i n elementéw. (Odp. 2™").
48. Okresli¢ zakresy zmiennosci relacji n—argumentowych 1 wykaza¢ podane wiasnosci.

a) R, °(R2 °R1):(R3 °R2)°R1;

b) (Rz °R1)71 =RoR;
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c) Qo (U Rij = U (Q ° Rl.) (wersja uogolniona na wykladzie);

iel

d) (UR,-}Q=U(R,-°Q);

iel iel

iel

e) (XxY)' =YxX.

49. Okresli¢ zakresy zmiennosci relacji 1 wykaza¢ wlasnosci

a) [ﬂR,)oQgﬂ(RioQ)xw)

iel iel

b) Qo[ﬂRijgﬂ(QoRi).

iel iel
Czy inkluzje mozna zamieni¢ réwnosciami ?
50. Okresli¢ zakresy zmiennoSci relacji 1 wykazac, ze jezeli R, C R, , to
a) QoR CO°R,;
b) R oQCR,°0;
¢c) R'cR,.

51. Niech relacje S,T < R* oraz S ={(x,y):y=x>+5}, T ={(x,y):y =3x}.
a) Wyznaczy¢ relacjg SoT .
b) Wyznaczy¢ relacjg 7o S .
c) Wyznaczy¢ relacje SoS'.
d) Wyznaczy¢ relacje S'.
e) Wyznaczy¢ dziedziny relacji S.

52. Skonstruowac przyktad relacji tréjargumentowej 1 wskazac jej dziedziny.

53. Wyznaczy¢ zbiory D,(R), D,(R), R™', RoR, R"'oR, RoR™', R*{2,3,4},
R™'*{4,5,6}, R isporzadzi¢ ich wykresy dla relacji
a) R={xy)eN*: xdzicliy|;
b) R= {(x,y) eR*: 2x23y};
c) R:{(x,y)eZZ: x*+y° 336}.
Rozwiazanie. a) D, (R) = D,(R) =N, bo (x,x) € R dla dowolnego xeN,
R = {(x,y) eN’:y dzielix};
RoR = {(x,y) e N* :istnicje z e N takie, e x dzieli z i z dzicli y| = R ;

33

R oR=N?, poniewaz (x,y)e R™' o R<> istnieje z takie, ze x dzieli z i y dzieli z. Takie z

istnieje dla dowolnych x 1 y. Wystarczy obra¢ z=x-y,

RoR™' =N?, poniewaz (x,y) € RoR™' < istnieje z takie, ze z dzieli x i z dzieli y. Wystarczy

obra¢ z =1 dla dowolnych x,y eN.
R*{2,3,4}=1{2,3,4,6,8,9,10,12,14,15,16,...} = {x e N: 2|x lub 3[x}
R'*{4,5,6}=1{1,2,3,4,56}, R'={(x,y) e N": |y}

b) D,(R)=D,(R)=R, R ={(x,y)eR*: 2y>3x}, RoR={(x,y)eR’: 4x>9y},
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R*{2,3,44={yeR: y<8/3}=(-0,8/3], R™' *{4,5,6} =[6, ),
={(x,y)eR*: 2x<3y}.

54. Wyznaczy¢ zbiory D,(R), D,(R), R”', RoR, R oR, RoR™", R*(0,1/2),

R'*(0,1/2), R' i sporzadzi¢ ich wykresy dla podanych relacji.

a) R= {(x y)e{—% %} : stinx};

b) R={(, ) el-LIP: y>x);
¢) R= {(xy)e[ 1L,1J |y|>x2}
d) R={(x, ) e[-LI1P: x*+y* <1},

Odp. a) D,(R) = {—g ﬂ D,(R) = { Z},Rlz{(x,y){—%,ﬂ :stiny},

2
RUoR=[-ZZ1 RoR'={(x,y): x.ye|-1Z 1L,
{ 22} %x” xye[ 2

55. Moéwimy, ze liczba catkowita x # 0 dzieli liczbe catkowita y, jezeli istnieje taka liczba
catkowita k, ze kx =y, t.
def

xRy < /Ez kx=y
Relacjg t¢ nazywamy relacja podzielnosci w zbiorze liczb catkowitych i oznaczamy ja x|,y
lub x| v . Wykaza¢ wtasnosci:
a) (x‘y A x|z)—> (x|(y +2z) /\x|(y —z));
b) (x‘ VA y|z)
c) (x| VAZE Z)

d) (x‘y/\y|x)—)(x:yvx:—y).

Dowdd. a) Zakladamy, ze prawdziwy jest poprzednik implikacji. Korzystajac z: (1) definicji
relacji, (2) prawa kwantyfikatora egzystencjalnego, (3) wlasnosci liczb catkowitych
otrzymujemy:
m @
(x‘y/\x| ) ( 3 kx= YA EI k,x = z):klEeIZszIEZ(kx yAkyx = z)

3)
= 3 3 (ytz)=(k tk)x)= (x|(y+z)/\x|(y 2)).

k\+kyeZ ky—k,eZ
Podobnie tatwo wykazujemy pozostate wiasnosci podzielnosci.



