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PROBLEMY I ZADANIA TM (56-77)
VI. SPECJALNE RELACJE DWUARGUMENTOWE

56. Poda¢ wlasnos$ci geometryczne relacji R c R°.

57.

a)

b)

c)

d)

g)

h)

Relacje dwuargumentowa R interpretujemy geometrycznie jako podzbior plaszczy-
zny kartezjanskiej;
Pierwsza dziedzina, tj. zbior D\R jest rzutem relacji R na o$ Ox, a druga dziedzina,
czyli zbior D,R jest rzutem relacji R na o$ Oy.
Relacja R jest zwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy prosta o rOwnaniu y =x jest w niej
zawarta.
Relacja R jest przeciwzwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy prosta o rOwnaniu y =x jestz
nia roztaczna.
Relacja R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy prosta o réwnaniu y=x jest jej
0sig symetrii.
Relacja R jest asymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera punktow syme-
trycznych wzgledem prostej o rownaniu y = x .
Relacja R jest antysymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy jedynymi jej punktami syme-
trycznymi wzgledem prostej y = x sa punkty lezace na tej proste;.
Relacja R jest spdjna wtedy i tylko wtedy, gdy suma mnogosciowa figury reprezentu-
jacej relacjg R, prostej opisanej rOwnaniem y =x oraz figury symetrycznej wzgledem
tej prostej jest cala ptaszczyzna.

Niech X ={a,b,c,d,e} oraz R ={(a,a), (a,b), (b,c), (b,d), (c,e),(e,d),(c,b)}.

a)
b)
©)
d)
e)
f)

g)

Okresli¢ najmniejsza relacje zwrotna na X zawierajaca relacjg R.

Okresli¢ najmniejsza relacje symetryczna na X zawierajaca relacje R.

Okresli¢ najmniejsza relacjg zwrotna 1 symetryczna na X zawierajaca relacje R.
Okresli¢ najwigksza relacj¢ symetryczna na X zawarta w relacji R.

Okresli¢ najmniejsza relacjg przechodnia na X zawierajaca relacjg R.

Okresli¢ najmniejsza relacje zwrotna, symetryczng i przechodnia na X zawierajaca re-
lacje R.

Okresli¢ najwigksza relacj¢ zwrotna, symetryczng i przechodnia na X zawarta w rela-
cji R.

58. Zbadac¢, czy kazda relacje R < X* mozna rozszerzy¢ do relacji

a) zwrotnej w X ,

b) przeciwzwrotnej w X,

c) symetrycznej w X ,

d) przeciwsymetrycznej w X,
e) antysymetrycznej w X,

f) przechodniej w X,

g) spojnej w X

Odp.:a)T; b)N; ¢)T; d) N; e)N; f) T; g) T.
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59. Zbada¢ wtasnosci relacji.
def.

a) RcZ?, XRy < kzlzkx =y (ozn. x| y) Zw, Przech, — Antys.
b) R = N?, ny?:j;2|x+y , Zw, Sy, Pr

c) RcN?, nyZz;x;tO/\x|y, An, Pr, —=Zw, —Sp,

d) R cR?, nyZ:;|x—l|=|y+l| a,

e) RcC?, nyg|x| <|y|, Pz As, Pr,=Sp,

f) R < (W??, (x,y)R(z,t)gxt =yz.Zw, Sy, —Pr

g) Rc(2V), XRY gX +Y jest zbiorem skonczonym. Odp.: Zw bo

X+X=0,Sybo X+Y =Y +X,PrboX+ZcX+Y)u¥ +2Z).
def.
h) R < PEOPLE*, xRy<> x jest znajomym y;
def.
i) R c PEOPLE*, xRy<> x jestbratem y.

60. Zbada¢ wtasnosci podanych relacji Rc X*> dla X ={xeR:—-1<x<1}.
a) R={(x,y)eX’: xeQAyeQ};
b) R={(x,y)e X*: [x|<|y]};
¢) R={(x,y)e X’ : x*<y<ux}.

61. Okresli¢ relacjg, ktora jest:
a) zwrotna, symetryczna i nie jest przechodnia;
b) zwrotna, antysymetryczna i nie jest przechodnia;
c) zwrotna, przechodnia i nie jest symetryczna;
d) antysymetryczna, przechodnia i nie jest zwrotna;
e) symetryczna, przechodnia i nie jest zwrotna;
f) zwrotna, przechodnia i nie jest spdjna;
g) przechodnia i spojna i nie jest antysymetryczna.

Odp.: a) np. {(x,y) eR% |x —y| <1};
b) {(x,y) €eZ* x < y<x?};
¢) {(x,y) eR* x <y};

d) {(r, ) eR: x =y =0};
e) {(x,») eR* x>0,y>0}.

62. Zbadac, czy jezeli relacje R 1.5 sa zwrotne w X, to relacje
a) RUS,
b) RnS,
c) SoR,
d) R\S,
e) R

tez sa zwrotne. Czy a), b) i ¢) mozna uogolni¢ na dowolna rodzing relacji zwrotnych ?
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63. Wykazac, ze jezeli relacje R 1 S sa przeciwzwrotne w X, to relacje
a) RusS,
b) RNS,
c) R,

tez sa przeciwzwrotne, natomiast

d) S o R moze nie by¢ przeciwzwrotna.
e) Czy a) i b) mozna uogdlni¢ na dowolna rodzing relacji przeciwzwrotnych ?

Rozwiazanie. d) R jest relacja przeciwzwrotng na X < Rn /I, = . Niech
R:{(xay)ENZ : x<y}: S:R_ls

wowczas, zlozenie So R jest relacjq zwrotna.
64. Zbadac¢ czy, ze jezeli relacje R 1 S sa symetryczne w X, to relacje

a) RUS,

b) RnS,

c) SeR, (W)

d) R\S,

e) R,
tez sa symetryczne. Czy wlasnosci a), b) i ¢) mozna uog6lni¢ na dowolna rodzing relacji sy-
metrycznych ?

65. Wykaza¢, ze jezeli relacje R 1 S sa antysymetryczne na X, to
a) relacja R™' jest rowniez antysymetryczna na X; (w)
b) relacja R NS jest rbwniez antysymetryczna na X;
c) relacja SoR jest rOwniez antysymetryczna na X;
d) relacja R US jest antysymetryczna na X wtedy i tylko wtedy, gdy RS~ c I,.

66. Wykazac, ze jezeli relacja R jest przechodnia i symetryczna na X oraz
D,(R)uD,(R)= X, torelacja R jest zwrotna.

Rozwigzanie. x eX = (x,y) eR lub (y,x) eR dla pewnego y = (x,y)eR 1 (y,x)€R
= (x,x) €R.

67. Wykazaé, ze jezeli relacja R jest symetryczna i antysymetryczna, to jest rowniez prze-
chodnia.
Wsk. Rc 1.

68. Zbada¢, czy relacja R = (N;)* okreslona formula

vV V ((x,y)R(t,w)©x+w=y+t)

(x.3) (2,w)
jest relacja rownowaznosci.

Rozwigzanie. Zwrotno$¢ jest oczywista, gdyz dla kazdej pary uporzadkowanej (x,y) e N?
zachodzi réwno$¢ x +y=y+x, czyli (x,y)R(x,y). Symetria relacji R rowniez zachodzi, bo
jezeli (x,y)R(t,w), to z definicji relacji R wynika, ze x + w=y+¢. Stad réwniez t+y=w+x ,
co oznacza, ze (t, wR(x,y). Wykazemy jeszcze przechodnio$¢ relacji R. Niech (x, y)R(t,w) 1
(&, WR(v,z). Wowczas z definicji relacji R zachodza rownosci x + w=y+¢ oraz t+z=w+v.
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Stad x+w+t+z=y+t+w+v, czyi (x+z)+(w+t)=(+v+(+w), skad wynika, ze
(x +2) = (y+v). Z definicji relacji R otrzymujemy (x, y)R(v,z).

69. Zbadac¢, czy relacja produktowa relacji rdwnowaznosci jest relacja rOwnowaznosci. Jesli
tak, to wskazac¢ jej klasy abstrakcji.

Rozwiazanie. Zaktadamy, ze relacje R, X}, i=1,...,n sa zwrotne, symetryczne i prze-
chodnie. Wykazemy, zZe relacja produktowa S jest rOwniez zwrotna, symetryczna i przechod-

n
nia. Dowodd zwrotnosci relacji S. Niech (x,,...,x,) € x X,, mamy wowczas
i=1

oM ) 3)
(X)5eerX,) € x X, <:>l_:1V X € X, :>l_:1V n(xi,xi) € R <((x),0,x,), (X 5esX,)) €S,

..........

gdzie
(1) — definicja iloczynu kartezjanskiego n zbiorow,
(2) — zalozenie zwrotnosci relacji R, i =1,...,n,
3) — definicja relacji produktowe;.

czyli relacja produktowa S jest zwrotna. Dowdd symetrii relacji S. Niech

(xl,...,xn),(yl,...,yn)e}_<1Xi beda takimi elementami, ze ((x,,...,x,),(¥,...,y,)) €S, mamy

wowczas
3) 4) 3)
(1%, 1 G 9N €S S Y (1,3) R = ¥ (%) € R, &
(V15 ) (X500 X, ) ES
gdzie
(4) —zalozenie symetrii relacji R,, i =1,...,n,

czyli relacja S jest symetryczna. Dowod przechodnio$ci relacji produktowej S. Niech
(X 5eees X, )y (Vysees ¥, )5 (215000 2,) € ?lei beda takimi elementami, ze ((x,,...,x,),(V5.-,,)) €S

oraz ((¥,5--»¥,)5(2,5..,2,),) €S , mamy wowczas
3)
()seeer X, )s Py e V) €S Ay 5eees V)5 (21 5000r2,),) €S) &
(6)

(5)
V ()R A Y (y.z)eR & Y ((x,y)eR A(y,z)eR)=

i=l,..., 1,...n

3)
V (x;,z,)e R < ((x),...,x,),(2,5...,2,)) €S,

i=l,...n
gdzie
(5) — prawo rozdzielnosci kwantyfikatora og6lnego wzgledem koniunkcji,
(6) — zalozenie przechodnio$ci relacji R, i =1,...,n,

czyli relacja S jest przechodnia. Tym samym wykazaliSmy, ze relacja produktowa relacji
rownowaznosci jest relacja rownowaznosci. Zbadamy, jaki jest zwiazek migdzy klasami abs-
trakcji. W tym celu rozwazmy klas¢ abstrakcji [(x,,...,x,)]g Wyznaczona przez relacjg

produktowa S w zbiorze x X,. Niech dowolny element (z,,...,z,) nalezy do klasy abstrakcji

i=1

[(x)5.... X, )]s, mamy wOwczas
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@) 3)
(21500 2,) €[(X) 500X, )]s & ((2)50052,))5 (X 5ee0s X)) €S &
@) m n

.71‘v’ (z;,x)eR < .71V z, €[x ]y ©(z552,) € .>7<1[xl.]Ri

gdzie
(7) — podstawowa wilasnos$¢ klas abstrakcji,

Stad klasa abstrakcji wyznaczona przez relacj¢ produktowa jest rowna iloczynowi kartezjan-
skiemu klas abstrakcji wyznaczonych przez relacje sktadowe.

70. Wykaza¢, ze jezeli relacje R, i €l sa relacjami rownowaznosci na zbiorze X, to iloczyn
relacji ﬂRi jest relacja rOwnowaznosci.

iel

71. Wykazaé, ze relacja R™' jest relacja rownowaznosci w X wtedy i tylko wtedy, gdy relacja
R jest relacja rOwnowaznosci.

72. Czy dopeknienie relacji rownowaznosci jest relacja rownowaznosci na zbiorze X ?

73. Zbadaé¢, czy relacja R = C* okre$lona formuta

def
V wRz< Re(w) =Re(z)

w,zeC

(Re(z) oznacza cze$¢ rzeczywista liczby zespolonej z) jest relacja rdwnowaznos$ci. Jesli jest,
to wskazac¢ klasy abstrakcji wyznaczonych przez t¢ relacjg.

74. W zbiorze 5-elementowym wprowadzi¢ relacje réwnowaznos$ci wyznaczajaca 3 klasy
abstrakcji.

75. W zbiorze N wprowadzi¢ dwie rozne relacje wyznaczajace po dwie klasy abstrakc;ji.

76. Plaszczyzne R? dzielimy na zbiory bedace

a) okregami;

b) kwadratami;
o srodkach w poczatku uktadu wspotrzednych. Znalez¢ relacje rownowaznosci, ktorej klasami
abstrakcji sg te zbiory.

77. Symbol Cp,,; oznacza zbior funkcji zmiennej rzeczywistej posiadajacych w przedziale

[a, b] pochodne dowolnie wysokich rzedow. Wykazaé, ze relacja R < (C[ﬁ’b])2 okreslona for-
mula

k,neN

5

def
fvg(ng@ 3 f(”)zg“‘)j,

gdzie " oznacza n—ta pochodna funkcji f, jest relacja rownowazno$ci. Wskaza¢ kilka klas
abstrakcji wyznaczonych przez tg relacjg.



