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PROBLEMY I ZADANIA TM (78-102)

VII. FUNKCJE

78. Wykaza¢ ze:
a) V(B=@ > B 20);
B
b) B =2 (w).
Dowod. a) Niech b»eB, woéwczas funkcja f:4 — B, okre§lona nastepujaco f(x)=»> dla
wszystkich x €4 nalezy do zbioru B” .
79. Niech A4 i B beda zbiorami ztozonymi z n i m elementéw odpowiednio.
a) lle istnieje funkcjizA w B ?
b) Ile istnieje iniekcji ?
¢) Dlajakich m i n istnieje wzajemnie jednoznaczny zwiazek migdzy A1 B ?
Odp.: a) m"; b) jezeli m<n, to takie funkcje nie istnieja, jezeli m>n, to liczbie
rozmieszczen n elementéw w m miejscach; ¢) dla m =n.
80. Zbada¢, czy podane relacje sa funkcjami.
a) R:{(x,y)eNxZ D x’ :y3§
b) R= {(x,y) eC’: Imszey};
c) R= {(x, v)e MIx PA : x jeststolica y} , gdzie MI jest zbiorem miast, P4 zbiorem

9

panstw;
d) R= {(x, v,z) e PEOPLE®: z jest ojcem x i y} , gdzie PEOPLE oznacza zbidr ludzi.

81. Wykaza¢, ze jezeli f: X —>Y, g:Y —> Z sa odwzorowaniami takimi, ze go f jest
surjekcja, za$ g jest iniekcja, to funkcja fjest surjekcja. Znalez¢ przyktad wskazujacy, ze jesli
g nie jest iniekcja, to fnie musi by¢ surjekcja.

Dowéd (nie wprost). Przypusémy, ze przeksztalcenie f nie jest surjekcja. Wtedy Dz( f ) Y,
czyli Y\D,(f)# Y. Niech y, € Y\D,(f) oraz z, = g(»,). Poniewaz g jest iniekcja, wigc
dla kazdego y # y, mamy g(») # z,. Jest tak dla kazdego y € D,(f), a zatem z, nie jest
wartos$cia funkcji go f, co przeczy zatozeniu, ze go f jest surjekcja.

82. Poda¢ przyktad zbioru X i przeksztalcenia f:X — Y, ktore jest surjekcja i nie jest
iniekcja. Czy mozna znalez¢ taki przyktad wsrod zbiorow skonczonych ?

83. Podac¢ przyktad zbioru X i przeksztalcenia f: X — X , ktore jest iniekcja, ale nie jest
surjekcja. Czy mozna znalez¢ taki przyktad wsrdd zbioréw skonczonych ?

84. Niech f eY” oraz {At};g bedzie dowolna indeksowana rodzina podzbiorow zbioru X.

Wykaza¢ wlasnosci.

a) f*(4,UA,)=[*(4)0f*(4);
b) f*J4 =Usr*4,;

teT teT
¢) fHANnA)c fHA)NfH(4);
d) f* ﬂ A4, c ﬂ f * A, ; kiedy znak inkluzji mozna zastapi¢ znakiem réwnosci ? (w)

teT tel
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e) f*A4\f*4, gf*(Al\Az);
D A A > [*AC S,

85 Niech feY” oraz {B,}ter bedzie dowolna indeksowana rodzina podzbioréw zbioru Y.

Wykaza¢ wlasnosci.

a) f_1 *(B, UBz):f_l * B, Uf_l *B,;
by s =U(r " *8,);

tel teT

c) f71 *(31(\Bz):fil*B1mfi1 *B,;
d £ +NB =" *8,);

teT teT

&) £ #(B\B,)=(f"*B )\ *B,) (wy;
f) (Bl ng)%(f_l * B, gf_l *Bz)

86. Wykazaé, ze jesli £ eY ™, to dla dowolnego B =Y zachodzi rownoéé
f*(f*B)=Bnf*X
wtedy 1 tylko wtedy, gdy fjest surjekcja.

87. Udowodnié, ze jesli feY*, Ac X, BCY to:
a) f*(ANfT*B)=(f*A4A)NB;
b) (dnf*B)c £ #((f * )N B);
o) (f*dcB)o>(4c f'+B).

88. Niech a # b, za§ X ={a,b,{a,b}}, Y ={a,b}. Sprawdzié, czy relacja
R ={(a, a),(b,a),({a, b}, b)}

jest funkcja. Wyznaczy¢ f *{a, b}, ' *{a,b}.

Odp. [ *{a,b}={a;.

89. Niech f:R — R bedzie odwzorowaniem zadanym wzorem:
f(x) :‘xz —5x+6‘.

a) Czy odwzorowanie fjest surjekcja ?
b) Czy odwzorowanie fjest iniekcjq ?

¢) Wyznaczyé [ *{0};

d) Wyznaczy¢ f *(2,0);

e) Wyznaczyé [~ *(0,1);

f) Wyznaczy¢ f*{0,1,2,3}.
Odp. a) Tak; b) Nie; ¢) {2, 3}; d) Poniewaz [3,00) c[2,0), zatem takze [ *[3,0)C f *[2,0),
ale f*[3,0) =R, stad takze f *[2,0)=Ry;
¢) ((5-+5)/2,(5+/5)/2)\{2,3}; ) {0,2,6}.
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90. Okresli¢ bijekcje miedzy zbiorami ;1{1, 2, m} 1 {LZ’---’H’”[} , (m; 21).
= i=1

91. Niech f:N; — N, bedzie przeksztatceniem zadanym wzorem:

S (x, y) =max {x, y}.

a) Czy odwzorowanie fjest surjekcja ?

b) Czy odwzorowanie fjest iniekcja ?

c) Wyznaczyé f' *{0};

d) Wyznaczy¢ f' *{k};

e) Wyznaczy¢ f *(PNxN).
Odp. a) Tak, x= f(x,x);b) Nie, f(1,2)=f(2,2)=2;c¢) {(0,0)};
d) {{kx{L 2,.. .k} yO{{l,2,....k} x{k}}; e) N.

92. Niech f:N* — N bedzie przeksztatceniem zadanym wzorem:

x+(y-1)7°, gdyx<y,
f(x,y)z{ Y
x—y+1, gdyx>y,

a) Czy odwzorowanie fjest surjekcja ?

b) Czy odwzorowanie fjest iniekcja ?

¢) Czy istnieje funkcja odwrotna do funkcji /?
d) Wyznaczy¢ f' *{10};

e) Wyznaczy¢ f*({l}xN);

f) Wyznaczy¢ f *(Nx{l}).

93. Niech X bedzie przestrzenia wektorowa R®, za§ odwzorowanie ¢:X — X bedzie
okreslone wzorem @(X) = X x [0, 0, 1];

a) Czy odwzorowanie ¢ jest surjekcja ?

b) Czy odwzorowanie ¢ jest iniekcja ?

¢) Wyznaczyé ¢~ *{[0, 0, 0]};

d) Wyznaczy¢ obraz zbioru wektorow postaci [0, t, 0], teR;

e) Wyznaczyé ¢ ' *{[0,0,¢]: te R\{0}};
Odp.: a) Nie. Na przyktad wektor [0, 0, 1] nie jest wartoscia podanej funkcji, poniewaz nie

jest prawda, ze wektor [0,0,1] jest sam do siebie prostopadly; b) Nie,
/([0,0,1]) = £([0, 0, 2]) =[0,0,0]; ¢) {[0,0,k]: keR};d) {[a,0,0]: aeR};e) .

94. Niech X bedzie przestrzenia wektorowa R”, gdzie n >0, za$§ odwzorowanie ¢ e R* dane
bedzie wzorem

n
2
O(X5eeesX,) = Zxk .
k=1

a) Czy odwzorowanie ¢ jest surjekcja ?
b) Czy odwzorowanie ¢ jest iniekcja ?
¢) Wyznaczyé ¢ ' *{-1};
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d) Wyznaczyé¢ ¢ *{0};
e) ¢ *{l}.

Odp. a) Nie; ¢*X = R"; b) Nie. Dla dowolnego wektora x mamy ¢(x) = ¢(—x) ; ¢) J;

d) Wektor [0....,0]; e) Jest to powierzchnia kuli w R” o promieniu 1.

95. Niech f, : [a,b]—[0,1], dla a>0, a,beR oraz a <b begdzie rodzing przeksztalcen

zadanych wzorem:

d)
e)
f)
g)

b—a
Czy dla kazdej warto$ci parametru o >0 przeksztalcenie f, jest surjekcjq przedziatu
[a, b] na przedziat [0,1]?
Czy dla kazdej warto$ci parametru o >0 przeksztalcenie f, jest iniekcja przedziatu
[a, b] W przedziat [0,1]?
Czy dla kazdej wartosci parametru o >0 f, jest przeksztalceniem monotonicznym

i fa(x)z(gj i) fq(x)z(b‘x] .

przedziatu [a, b] W przedziat [0,1]?

Naszkicowa¢ wykres funkcji dla oo =2.

Czy istnieje rodzina przeksztalcen odwrotnych ? Jesli tak, to ja wyznaczy¢.
Wyznaczy¢ obraz zbioru A = [a, (a+b)/ 2)] .

Wyznaczy¢ przeciwobraz zbioru B ={1/4, 1/2, 3/4}.

96. Niech f, ;:[0,0)—>[0,1], dla a>0,3>0, bedzie dwuparametrowa rodzing

przeksztatcen zadanych wzorem:

d)
€)
f)
g)

—l—exp| —| = !
fa,ﬁ(x) ¢ p( (Bj J

Czy dla wszystkich dodatnich wartosci parametrow przeksztatcenie f, , jest surjekcja
przedziatu [0, o) na przedziat [0, 1]?

Czy dla kazdej warto$ci parametru o >0 przeksztalcenie f, jest iniekcja przedziatu
[0, ©0) w przedzial [0,1]?

Czy dla wszystkich dodatnich warto$ci parametrow przeksztalcenie f,, jest
przeksztatceniem monotonicznym przedziatu [0, ) w przedziat [0, 1]?

Naszkicowa¢ wykres funkcjidla a=2,=1.

Czy istnieje rodzina przeksztalcen odwrotnych ? Jesli tak, to ja wyznaczy¢.
Wyznaczy¢ obraz zbioru A = [O, B].

Wyznaczy¢ przeciwobraz zbioru B ={1/4, 1/2, 3/4}.

97. Znalez¢ ztozenie go f oraz obrazy (go f)* A, (go f)* B, jezeli:

a) 'R>R, g:R—>Z oraz f(x)=x+1, g(x)=E(x—1/3), 4=[0,1), B=R";

b) f:R*>C, g:C—>R oraz f(x,y)=x+iy, g(x)=|x|+1, 4=(0,1)x[0,1],
B={(x,y): x> +y* <2}.

¢) N>R, g:R>R oraz f(n)=+n, g(x)=x*—x*, 4=1{2,4,6,8,10},
B=1{0,1}.
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Odp. a) (gOf)(X)ZE(Jﬁgj, (go f)*A4=1{0,1}, (go f)*R=N;

b) (g0 /) p)=yx> +37 +1, (go )*A=(1,1+42), (go /)*B=(1,1N2).
¢) (go)my=n®—n, (g0 f)* A=1{2,12,30,56,90}, (go f)* B ={0}.

98. Zdefiniowa¢ bijekcje miedzy podzbiorami 4 1 B zbioru liczb rzeczywistych i wykazac
poprawnos¢ definicji, jezeli:

a) A=[0,1], B=[0,1);

b) A=J[a,b], B=][a,b);

c) A=[0,1], B=(0,1);

d) A4=[0,1], B=(0,1/2)u(1/2,1);

e) A=R, B=R\{0};

f) A=R, B=R\Z.

Rozwigzanie: a) Funkcje f: [0,1] > [0, 1) okreslamy nastgpujaco:
X
Z dlaxe{l,1/2,1/4,...
f=12 { }
X W p.p-

99. Niech J,, : Ni — N, bedzie przeksztatceniem zadanym wzorem:

. X, +x, +D(x, +x .. X, +x,+1
i) JM(xl,xz):( 1+ D0 2)+x1,11) JM(xl,xz):( b jﬁtx1

2 2

a) Dowies¢, ze funkcja J,,, jest wzajemnie jednoznaczna.

b) Dowies¢, ze zbior wartosci funkcji J,,, jest identyczny ze zbiorem N.
c) Czy istnieje funkcja odwrotna do J,,, ?

d) Wyznaczy¢ obraz zbioru

A4={(0,0),(0,1),(1,0),(0,2),(2,0),(1,1),(0,3),(1,2),(2,1), (3, 0)}
e) Wyznaczy¢ obraz elementu (100, 100).
Uwaga. Zauwazmy, ze obie funkcje definiuja to samo przeksztatcenie.

Rozwiazanie. a) Wykazemy Ze funkcja J,, jest roznowarto$ciowa. Zatdézmy, ze

S (X1, %,) =0y (015 1)
Wykazemy najpierw, ze x, = y,. Istotnie, gdyby np. bylo x, > y,,to x, =y, +r, r>0,a

*) Yy +r+x, +1 e v, +y,+1
2 2 ’

X
stad wynikatoby y, >r+x,, gdyz (J jest funkcja rosnaca. Zatem y, =r+x, +s, gdzie

wigc otrzymaliby$Smy

s > 0. Wstawiajac do wzoru (*) 1 przyjmujac ¢ = y, +r +x, +1 otrzymalibySmy
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c c+s
+r= .
2 2
Jest to jednak niemozliwe, gdyz r < c, a wigc
c c c+1 c+s
+r< +c= < .
2 2 2 2

W podobny sposéb wykazujemy, ze nie moze by¢ x, < y,. Zatem x, = y, 1 otrzymujemy

v +x,+1 _ y+y,+1
2 2

Stad x, =y, . Funkcja J,, jest wigc wzajemnie jednoznaczna.

b) Wykazemy teraz, ze zbior Z wartosci J,, jest identyczny z N. Z réwnosci J,,,(0,0)=0
1J,,(0,1)=1 wynika, ze 0,1 Z . Zalézmy, ze ne Z ,tj. ze n=J,,(x, y) dla pewnychx1iy.
Jesli y>0,to

x+y+l1 (x+D)+(y-DH+1
n+l=J,,(x,y)+1= 5 +x+1= 5 +(x+)=J,,(x+Ly-DeZ.

X x+1 ) x+1
n= +x= ,awigc n+1= +1.
2 2 2

Zaktadajac, ze x >0, mozemy liczbg przedstawi¢ w postaci
I+(x-1)+1
5 +1=J,,(Lx-1)

stad n+1eZ. Wreszcie, jesli x=y=0,to n=0 1 n+1=1, a wigc n+1eZ. Na mocy

Jesli y=0,to

zasady indukcji wykazaliSmy, ze Z =N,,.

¢) Na mocy twierdzenia 7.6 wynika, ze istnieja funkcje K,L odwzorowujace Ny na Ny takie,
ze J,,(K(x),L(x))=x;azuwagi, ze x<J,,(x,y) 1 y<J,,(x,y) funkcje te spetniajq przy
tym nierdwnos$¢

K(x)<x, L(x)<x.
Sens intuicyjny funkcji J,,,K,L mozemy sobie tatwo uzmyslowi¢, ustawiajac pary (x, y)
liczb naturalnych w nieskonczona tablicg
0,0) (0,1) (0,2)

1,0 @) 1,2
2,00 2, (2,2

i porzadkujac je nastepnie w zwykly ciag
(0,0),(1,0),(0,1),(2,0), (1, 1), (0, 2), ...
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Para (x,y) stoi w tym ciagu na miejscu J,,(x,y). Para, ktéora wystgpuje w tym ciagu na
miejscu n, wystepuje w tablicy w wierszu o numerze K(n)+1 i w kolumnie o numerze
L(n)+1.

d) Poniewaz funkcja J,,(x,y) jest roznowarto$ciowa, wigc obraz zbioru 4 jest rowny
zbiorowi wartosci tej funkcji odpowiadajacych elementom zbioru 4.

J2><1 * {(Oa 0)’ (0’ l)a (15 0)’ (07 2)’ (27 O)’ (17 1)7 (07 3)’ (15 2): (25 l)a (3’ 0)} =
{/,4(0,0),J,,(0,1),...,J,,3,0)}={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

e) Obraz elementu (100, 100) jest obrazem zbioru jednoelementowego {(100,100)} .
J ., ¥{(100,100)} = {J,,(100,100)} = {20200} .

100. Przeksztatcenie J,, zbioru No w zbior N x N jest okreslone wzorem:

()= (x _ y(yz— b y(y2+ 1) _x_lj

gdzie y € N, spelnia warunek
yo-bh o y0+D)
2 2

a) Udowodni¢, ze J, , jest odwzorowaniem roznowarto§ciowym.
b) Udowodni¢, ze zbior wartosci funkeji J,, jest identyczny ze zbiorem N x N, .

c) Czy istnieje funkcja odwrotna do J,, ?

d) Wyznaczy¢ obraz zbioru {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

e) Wyznaczy¢ obraz elementu 1000.

f) Wyznaczy¢ zlozenie funkcji J,, oJ,, oraz J, ,oJ,,.

101. Okresli¢ bijekcje J pomigdzy zbiorami :
a) N;iNg;
b) N; i Np i obliczy¢ obraz zbioru {(5, 5, 5)}
¢) NiiN.L', k>3 iobliczyé obraz zbioru {(5,5,5,5)}
d) N§ iNo k>3 iobliczyé obraz zbioru {(5, 5,5, 5)}
e) wszystkich ciagow skonczonych o wyrazach naturalnych i zbioru liczb naturalnych;
f) NoxNg i Ng;
g) Ny xNy° i Ng°.

Rozwigzania.
a) Niech funkcja J,, :N; — N; okre$lona bedzie wzorem:

30 (X1, X5,%3) = (%), 5,4 (X5,%3)
gdzie J jest funkcja pary. Tak okreslona funkcja jest iniekcja, bo jezeli
(x5, %,,%3) # (V15 Y5, 13)
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to zawsze

a2 (21,05, x5) = (X, S 5, (%5, X3)) # (11, 50 (02, 03)) = T30 (V15,25 15)
Funkcja ta jest rowniez surjekcja, bo dla dowolnej pary (v,z) e N; dla poprzednika y istnieje
liczba x, taka, ze x, =1 ;Ji (»), a dla nastepnika z istnieje para liczb (x,,x,)eN; taka, Ze
z=J,,(x,,x,). Stad wynika, ze istnieje trojka liczb (x,,x,,x,) € N taka, Ze

3 (X5 %5,X3) = (), J 0 (%, %3)) = (¥, 2) € Né

Zatem funkcja J,, jest bijekcja migdzy zbiorami N; i N;.
b) Funkcje J,, : N; - N,, J,,: Ni — N; sa bijekcjami, wigc ich ztozenie

Jyg=Jpq0d5, N(3) —>N,

+x, +1
jest bijekcja miedzy zbiorami N; i No. Dla funkcji pary szl(xl,xz):(xl ;Cz j+x1

otrzymujemy

X, +x;)+1
3 (X1, %5, X3) = T (%), 50 (X5, X3)) = T 0| Xy +Xx,

2
(xz +x3+1j
X A x, + +1
= 2 +x

2
11

11+ 66
J3q1(5,5,9) = 2 )|+5= 5 +5=2145+5=2150
2
¢) Funkcja J,, ,: Nf = N{7, k>3 okreslona wzorem:
et (X1 X 5005 X ) = (075X 500, Xy 0 S (X5 X))
jest bijekcja.
d) Funkcje J,, : Ni — N, okreslamy za pomoca ztoZenia bijekcji J,,, , dla k >2 wzorem:
Jioa (XX, x,) =5 00, 000 (X, 5000,X,)
Podstawiajac definicje funkcji J,,, | dla £ >3 otrzymujemy:
o (15X 5000 X3 ) = S g (X, 0 (05,5 (o (T 5 (315 ))-21)))
= J o (X5 (X ey X5 X))

Tym samym bijekcja migedzy zbiorami N{ i Ny zostata zdefiniowana za pomoca bijekcji J,, .
Obliczamy wartos¢ funkcji dla (5,5, 5, 5)

2156
J 4 (5,5,5,5)=J,,05,J,,05,5,5) =J,,(5, 2150) :( 5 ]+ 5=12323095
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102. Okresli¢ bijekcj¢ migdzy podanymi zbiorami.

a) A={xeR:0<x<1}, B={(x,y)eR*:0<x<1A0<y<1};
b) A={xeR:0<x<1}, B={(x,7,2)eR*:0<x<IA0< y<IA0<z<1};
c) A={xeR:0<x<1}, B={(x,x,,...,x,)eR": V 0<x, <1}.

i=l,...,

Rozwigzanie. a) Okreslamy funkcje
By(x,y)>z=f(x,y)e 4.

Poniewaz wspoOtrzedne kwadratu x,y€[0, 1), wigc mozna je =zapisaé w postaci

nieskonczonych utamkow dziesigtnych, przy czym utamki te nie moga mie¢ na koncu samych
dziewiatek. Podzielimy teraz cyfry wystgpujace w rozwinigciach dziesig¢tnych liczb x 1 y na
grupy za pomoca kreski pionowej stawianej po kazdej cyfrze roznej od dziewiatki. Jesli na
przyktad

x=0,3994599967..., y =0,959978090...,
to podzial ten ma posta¢ nastgpujaca:
x—>3|994| 5/ 9996| 7| ..., y —>95| 997| § 0] 90| ...
Bedziemy teraz przetasowywali otrzymane grupy cyfr. Otrzymamy ciag nieskonczony grup
cyfr
3| 95| 994 997 5| 8 9996] 0| 7| 90|...
Stawiajac przed tym ciagiem zero i opuszczajac kreseczki, otrzymamy utamek dziesigtny,

ktory jest warto$cia funkcji
z=0,3959949975899960790...

Skonstruowana odpowiednio$¢ migdzy punktami kwadratu i1 punktami odcinka jest
wzajemnie jednoznaczna.



