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PROBLEMY I ZADANIA TM (103-115)

VIIL. ROWNOLICZNOSC ZBIOROW

103. Wykaza¢, ze relacja rownoliczno$ci zbiordw jest relacja rownowaznosci.

104. Wykaza¢ rownoliczno$¢ przedziatow rzeczywistych X =[a, b], Y =|c, d], gdzie a<b i

c<d.

Rozwiazanie. Wykazemy, Ze funkcja f € Y okre$lona dla kazdego x € X formuta

d—c
xX—a)+c

P (x—a)

fx)=

jest iniekcja 1 surjekcja zbioru X na Y. W dowodzie iniekcji dla x,,x, €[a, b] oraz x, #x,
winni$my pokaza¢, ze f(x,)# f(x,). Zamiast tego wykazemy, ze jesli f(x,)= f(x,), to
X, =X, . Niech wigc f(x,)= f(x,). Mamy woéwczas

_c(xz —a)+c<:>zl_c()c1 -a)= d-c

(1) _
f(x1)=f(x2>@%<xl—a>+c=d (x, —a)
—a b

X, —a=x,—a<>x =x,

Dla wykazania surjekcji wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnego y €Y istnieje x € X takie,
ze y = f(x). Mianowicie

b—a

d—c

xX= (y—c)+a

Dowodzi to, ze X =Y .

105. Wykaza¢, ze dla dowolnych zbiorow 4 1 B istnieja zbiory C 1 D takie, ze
A=C,B=D, CnD=3.
Odp. Np. zbiory C = Ax{l} 1 D= Bx{2} spetniaja zadane warunki.

106. Skonstruowac bijekcj¢ f: 4 —> B, gdzie A jest kotem o promieniu 1, a B jest kwadratem
opisanym na tym kole. Wyznaczy¢ obraz brzegu kota. Wyznaczy¢ obraz zbioru
C={(x,y)eR*:1/2<x*+y* <1}

Rozwigzanie. Niech

A={(x,y)eR*: x> +y* <1}, B={(x,y)eR*: |x|£1/\|y|£1}.
Ze wzgledu na symetri¢ opis przeksztalcenia ograniczymy tylko do odwzorowania jednej
6smej czgsci kota w jedna 6sma czgs$¢ kwadratu. Punktowi P o wspotrzednych biegunowych
(r,9), rel0,1], ¢e€[0,n/4) przyporzadkujemy punkt o wspotrzednych kartezjanskich
(x,y) za pomoca wWzoréw:
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Tak okreslone przeksztatcenie jest bijekcja, ktora ma dodatkowo wiasnos¢ $cisle
obowiazujacej skali, tj. podzbiory kota o rownych polach maja obrazy o rownych polach.
Obrazem brzegu kota jest brzeg kwadratu. Obrazem zbioru C jest zbior

fxC={(x,y)eR*:1/2<|x|<1A1/2<|y[<1}.

107. Udowodni¢, ze podane zbiory X'i Y sa rownoliczne:
a) X={a,b,1,2}, Y={a,B,7,0};
b) X ={xeN:10}x}, Y =N;

c) X =NN (zbidr liczb naturalnych nieparzystych), ¥ =N;
d) X =Z (zbior liczb calkowitych), ¥ =N
e) X =N’ (zbior par liczb naturalnych), Y =N.

Wskazéwki. c¢) Funkcja f{n) = 2n — 1 ustala réwnoliczno$¢ zbiorow N 1 NN;

d) Funkcja f> Z — N okreslona nastepujaco: f(0)=1, f(k)=2k, f(—-k)=2k+1 dla

k =1,2,... ustala rownoliczno$¢;

e) Okreslamy przeksztalcenie f zbioru NxN w N jako ztozenie funkcji J,,,, J,,, J,,, takie,

VA,
o i

‘]2><2
NxN - N,xN, >N, >N,

gdzie dla (x, y) e NxN funkcja J, , jest okreslona wzorem J, ,(x,y)=(x—-1,y-1),

(x+y+1)(x+y)+x

dla (x, y) e N, xN, funkcja J, , jest okreslona wzorem J, ,(x, y) = 5

2

dla x e N, funkcja J,, jest okreslona wzorem J,  (x) =x+1
Funkcja f okre$lona jako zlozenie f =J, o J,  oJ,, przyjmuje postac:
x+y-Dx+y-2
f(x,y)=( z )2( y=2 .

Tak okreslona funkcja fjest przeksztalceniem wzajemnie jednoznacznym zbioru N xN na N.
Stad mamy rownoliczno§¢ NxN ~ N, czyli zbior NxN jest przeliczalny.

108. Skale temperatur Celsiusza (C), Reaumura (R) i Fahrenheita () sa skalami liniowymi,
o ktorych wiadomo, ze
100°C =80°R =212°F,

0°C =0°R=32°F.
a) Wyznaczy¢ zalezno$ci migdzy temperaturami mierzonymi réznymi termometrami.

b) Termometr pozwala dokona¢ pomiaru temperatury w zakresie (—40,50)°C.

Wyznaczy¢ odpowiadajace mu zakresy pomiarow w skalach R i F.
c) Temperatura w skali Fahrenheita wynosi 100°. Ile wynosi temperatura w skali
Celsjusza, a ile w skali Reaumura ?
Odp.:a) R=08C, F=1,8C+32, F=225R+32;b) (-32,40)°R, (-40,122)°F ; ¢)

100°F:37g°C, 100°F:30§°R.
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109. Udowodni¢, ze podane zbiory X i Y sa rownoliczne:
2) X={xeR:—§<x<§}, Y =R;

b) X={xeR:a<x<b} gdzie a<b, Y ={xeR:0<x<1};
c) X={xeR:x>0}, Y=R;

d) X={xeR:x>0}, Y={xeR:0<x<1};

e) X={xeR:asx<b},Y={xeR:a<x<b} dlaa<b;

f) X={xeR:ax<bh},Y={xeR:a<x<b} dlaa<b;

g) X={xeR:a<x<bh} dlaa<b, Y=R;

h) X={xeQ:a<x<b} dlaa<b, Y=N;

) X={xeR:0<x<1}, Y ={(x,...,x,) eR": VnOle.Sl}.

i=l,...,
Wskazowki. a) Rownoliczno$¢ przedziatu [— g,gj ze zbiorem R ustala funkcja tangens;

b) Rownoliczno$¢ przedziatu (a, b) z przedziatem (0, 1) ustala funkcja liniowa
O,Dox> f(x)=a+(b-a)xe(a,b).
¢) Réwnolicznos¢ przedziatu (0,00) ze zbiorem R ustala funkcja
(0,0)3x f(x)=IlnxeR
g) Wystarczy wykorzysta¢ fakt, ze (-n/2, n/2)=R)1i [a,b]=(—n/2,7/2).

h) Niech x, i y, beda liczbami wymiernymi takimi, ze a < x, <y, <b. Funkcja f okreslona
wzorem

JO) =0 +x)/2, f(n+D)=(x, + f(n)/2 .
jest iniekcja ze zbioru liczb naturalnych N w przedzial [a,b]. Z drugiej strony
[a,b]"Q Q.
110. Wykaza¢ rownolicznos$¢ zbiorow.

a) Zbior punktow kwadratu i zbidr punktéw nalezacych do jednego z jego bokow.
b) Zbiory punktow dwodch okregow.
¢) Zbidr punktow kwadratu i ptaszczyzny.

Wskazoéwki. a) Wystarczy zauwazy¢ ze [0, 1]> =[0,1]; b) Wystarczy rozpatrzyé dwa okregi,
np. o Srodkach w poczatku uktadu wspotrzegdnych 1 promieniach r,r,. Punktowi
(r,cos@, 1 sin@) przyporzadkowujemy punkt (7, cos@, r, sin@);c¢) Wynika z [a,b] = R.
111. Wykaza¢, ze zbiory

A={(x,y)eR*:x* +y* <1}i B={(x,y)eR*: 0<x<1, 0< y<2m}

sa rownoliczne.
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112. Wykaza¢é wlasnosci relacji rownolicznos$ci. Dla dowolnych zbiorow X, Y, W, Z, T, {y}
zachodza wlasnosci:

a) XxYzYxX,
b) X x(YxZ)=(XxY)xZ,

O (X2YAW=2Z) > XxW=YxZ,
D (XZYAWZZAXW=0=YNZ)> XUW=YULZ,
o) Xx{pt= X=X,
n =0,
g X=Y 2% =2",
h) YX><T ;(YX)T’
N(YxZ) =zy¥xz",
PDXANT=F >y =y xy",
K (X=WAY=Z)>X"=w".
Dowody. ¢) Z zalozenia, ze X =Y 1 W = Z wynika, ze istnieja bijekcje
1-1 1-1

[ X>Yi1gW>Z.

na

Okreslamy odwzorowanie /: X xW — Y x Z wzorem
h(x,w) = (f(x), g(w)).
Pozostaje wykazaé, ze tak okreslone odwzorowanie / jest bijekcja.
d) Z zalozenia, ze X =Y 1 W = Z wynika, ze istnieja bijekcje
1-1 1-1

[ X>YigW-o>Z.

Z zatozenia, ze X NW = wynika, ze dla dowolnego xe€ X UW zachodzi doktadnie jedna
z mozliwosci: albo xe X albo xeW . W celu ustalenia rownolicznosci X UW =Y U Z
okreslamy funkcje 7: X UW —->Y U Z dla xe X UW wzorem:

h(x):{f(x) dlaxe X
g(x) dlaxew

Pozostaje sprawdzié, ze tak okreslona funkcja /4 przeksztatca zbior X UW na YU Z
jednoznacznie.

e) Dla ustalenia rownolicznosci zbiorow X i X' zauwazmy najpierw, ze zbior X' jest
zbiorem wszystkich odwzorowan g:{y} - X ze zbioru jednoelementowego {y} w zbiér X.
Funkcje g dla ktorej g(y)=x oznaczamy g .. Okreslamy odwzorowanie f:X — X dla
x e X formula

Pozostaje wykazad, ze tak okreslone odwzorowanie f'ustala réwnoliczno$¢ badanych zbiorow.

g) Jezeli X =Y, to istnieje bijekcja f: X =Y. Dla ustalenia réwnolicznosci zbiorow 2%

i 2" okre$lamy dla kazdego A4 €2” funkcje h: 2% — 2" wzorem:
hA)=f*A.
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Pozostaje wykazaé, ze tak okreslona funkcja /4 jest bijekcja.
k) Mamy wykazaé implikacje: (X =W AY =Z)—> (X" =W?)). Poniewaz
XzWAY=Z,
wigc istnieja funkcje
few”, gez”
ustalajace roéwnoliczno$¢ zbiorow X i W oraz Y i Z. Utwérzmy zlozenie funkcji g eY”,
heX" i feW” postaci
fohoglew?”.
Funkcje ustalajaca rownoliczno$¢ okreslamy wzorem:
z(h)= fohog™.
Latwo sprawdzi¢, ze dla funkcji we W* zachodzi rownosé
2(f T owog)=w,

istnieje wigc funkcja odwrotna

' (w)=fowog.
Réznowartosciowos¢ funkceji z jest oczywista. Stad z jest funkcja wzajemnie jednoznaczna,
przeksztatcajaca X' na W7,

113. (Pierwsze twierdzenie Cantora-Bernsteina). Wykazaé, ze dla dowolnych zbiorow X, Y, Z
zachodzi wlasnos¢:

XcYcZ)»(X=2zZ->Y=22)

Czy prawdziwa jest implikacja przeciwna ?

1-1

Dowdd. Niech X cY < Z oraz X =Z, wowczas istnieje bijekcja f:Z—> X . Okreslamy

indukcyjnie ciag zbiordéw:
A, =Y\ X,

An+1 = f * (An) .
Dla kazdego n € N zachodzi zawieranie 4, — Y, stad na mocy zatozenia 4, — Z oraz

A NX=014,cX,

a wiec

A N4, = dlan=12,..
Niech
s= 4,
n=0,1,...
Wtedy
¥ = Urx)=4,=5\4,
n=0,1,2,... n>0
Stad

S=f*(S)v4,
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Okreslamy funkcj¢ g:Z — Y wzorem:

x dla xeS,

©) g(x):{f(x) dla xeZ\S.

Pokazemy, ze g jest wzajemnie jednoznacznym przeksztatceniem zbioru Z na Y.
(1) Najpierw wykazemy, ze funkcja g jest roznowartosciowa. Niech x,,x, € Z, x, # x,.

Rozpatrujemy trzy mozliwosci:

jezeli x,,x, €S, to g(x))=x, #x, =g(x,);

jezeli x,,x, € Z\S,to g(x,)=f(x))# f(x,)=g(x,), bo funkcja fjest rOznowartosciowa;

jezeli x,e€S8,x,€Z\S lub przeciwnie, to g(x,)=x, €S, natomiast g(x,)&S.
Korzystajac z roztacznosci zbioréw 4, 1 X oraz z réznowartosciowosci funkcji f,

mamy

g(xy)=f(x) e fHZ\S)=fH(O\fH(S) =X\ f*(S)=(X N4 )\ f*(S) =
=X\(f*S)u4d)=X\S
Stad g(x,) # g(x,).
(2) Wykazemy, ze funkcja g jest surjekcja. Zauwazmy, ze
g¥(8)=S1g*(Z\S)=f*Z\S).

Korzystajac ze wzoru (*) i réznowartosciowosci funkcji f pokazemy, ze g*(Z) =7,

8¥(Z)=g*()Vg*(Z\S)=SV f*(Z\S) =4,V f*(S)V f*(Z\S)=
Auf*Z)=4,vX=Y\X)uX=Y

To konczy dowod réwnolicznosci zbiorow Yi Z.

114. Wykaza¢ réwnolicznos$¢ zbiorow

[0,1]={xeR:0<x<1}, [0,1]° ={(x,») eR*:0<x<1A0< y<1}.

115. Wykaza¢ rownoliczno$¢ zbiorow

[0,1]={xeR:0<x <1}, [0,1]" = {(x,,X,,x,) eR": ¥ 0<x, <1

i=l,..,n

Rozwigzanie. Dowdd rownoliczno$ci przeprowadzamy w oparciu o pierwsze twierdzenie
Cantora-Bernsteina. Najpierw zauwazmy, ze zbior [0, 1] jest rownoliczny ze zbiorem

{0} x {0} x...x {0} x[0, 1]
(n=1)

Rzeczywiscie, funkcja
f:[0,1] > {0} x {0} x...x {0} x[0, 1]
zdefiniowana dla kazdego x €[0, 1] wzorem:

f(x)=(0,0.,...,0,x)
(n-1)



Karol J. Andrzejczak, Teoria mnogosci —materialy do éwiczen (wersja 4.0) 55

jest bijekcja. Poniewaz
[0, 1]= {0} x {0} x...x {0} x[0,1] < [0,1]",
wigc przedziat [0, 1] jest rownoliczny z podzbiorem zbioru [0, 1]".

Wykazemy teraz, ze zbiér [0,1]" jest rownoliczny z pewnym podzbiorem odcinka [0,1].
Niech (x,,x,,...,x,) €[0,1]". Wtedy kazda z liczb x,,x,,...,x, posiada rozwinigcie dziesigtne
postaci:

X, =0,x,,X,%5...

Xy = 0,X,,X5, %53

xn = 0’ xnlxn2xn3 o

przy czym, jezeli ktoras z tych liczb ma dwa rozwinigcia w postaci utamka dziesigtnego (np.
1/2=0,50000... lub 0,499999...), to odrzucamy rozwinigcie, w ktorym nieskonczenie wiele

cyfr jest réznych od 9. Definiujemy funkcje
/:10,1]" —>[0,1]
dla kazdego (x,,x,,...,x,) €[0,1]" wzorem:
J XX, %,) = 0,X] 15,00, X5 X0 00X, 5 X 3 X050 -

Latwo wykazaé, ze tak okre§lona funkcja f jest iniekcja, ale nie jest surjekcja. Na przyktad
punkt z=0,191919... powinnis$my otrzyma¢ z pary x=0,111... i y =0,999... odpowiadajacej
punktowi na boku kwadratu, a uméwiliSmy sig, ze takich punktéw nie bgdziemy rozwazali.
Stad otrzymujemy

[0,1" = 1 =([0,11" )< [0, 1].

Zatem na mocy twierdzenia Cantora-Bernsteina [0, 1]=[0, 1]", co konczy dowod.



