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PROBLEMY I ZADANIA TM (142-215)

X. SYSTEMY RELACYJNE

142. Wykaza¢, ze relacja = bycia systemami izomorficznymi jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

(W)

143. Udowodni¢ twierdzenie: Na to, aby zbiory 4 i B byty rownoliczne potrzeba i wystarcza, by sys-
temy relacyjne <A, A x A> i <B ,BxB > byty izomorficzne.

Niech X # J oznacza dowolny zbior.

144. W zbiorze RN wszystkich ciagéw o wyrazach rzeczywistych definiujemy binarna relacje R na-
stgpujaco:

def
V V(x)R(y,)e 3 V(m<n—>x, <
(x”)(yn)(xn) (yn) meN neN(m n xn yn)

Zbada¢, czy relacja ta jest semiporzadkiem na zbiorze R .

145. Zbada¢, czy system relacyjny <N, |> jest posetem.

Odp. Jest, poniewaz relacja | N? jest zwrotna, antysymetryczna i przechodnia, natomiast nie jest
losetem, bo relacja | nie jest spojna w N.

146. Czy zbior R jest wspotkoncowy i wspotpoczatkowy ze zbiorem liczb catkowitych ?

).

147. Wskaza¢ minimalne elementy systemu relacyjnego <N \ {1},

Odp. Wszystkie liczby pierwsze tj. 2, 3,5, 7, 11, ...

148. Czy system relacyjny <N \ {1}, > ma element pierwszy i element ostatni ?

149. Niech A4 =1{6,9,15}. Wskaza¢ ograniczenia gérne i dolne zbioru 4 w systemie relacyjnym
<N, |> Wskaza¢ kres gorny i kres dolny.

Odp. Ograniczeniami goérnymi tego zbioru w posecie <N,|> sq liczby 90, 180, 240, ..., n-90, ..., nato-
miast ograniczeniami dolnymi sa liczby 1, 3. Kresem gornym zbioru 4 = {6, 9,15} w posecie <N,|>
jest liczba 90, natomiast kresem dolnym jest liczba 3.

150. Wykazaé, ze jezeli system relacyjny < X,R > jest posetem i A < X, to podsystem <A,R|A>

jest rowniez posetem.

151. Podac¢ przyktad tancucha.
Odp. Zbior 4=1{2,4, 6, 8,16} jest lacuchem w systemie <N, |>

152. Poda¢ przyktad zbioru, ktory nie jest tancuchem.
Odp. Zbior B ={2, 4, 6, 8} nie jest fafcuchem w systemie <N, |>

153. Wykaza¢, ze kazdy podzbiodr losetu jest tancuchem.
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154. Podac przyktad antytancucha w posecie <N, |> .
Odp.: Zbior 4A=1{2,3,5,7,11}.

155. Wskazaé bezposrednie poprzedniki i bezposrednie nastgpniki w systemie relacyjnym <N2 ,R> z

porzadkiem R okre$lonym formuta:
def
(n,,m)R(ny,my)=(n, <n, Am; <my)

Odp.: Dla elementu (1,1) nie istnieje bezposredni poprzednik, dla elementow (1,2) i (2,1) istnieja
po jednym bezposrednim poprzedniku, dla wszystkich pozostalych elementdéw istnieja po dwa bezpo-
$rednie poprzedniki i dwa bezposrednie nastgpniki, np. dla elementu (n,m) bezposrednimi nastepni-
kami sa (n+1, m) oraz (n,m—+1).

156. Wskaza¢ bezposrednie poprzedniki 1 bezposrednie nastgpniki w systemie relacyjnym
(/n)7, U0} <),

Odp.: Dla kazdego elementu z wyjatkiem 0 i 1 istnieje bezposredni nast¢pnik, natomiast bezposredni
poprzednik nie istnieje tylko dla liczby 0.

1-1
157. Udowodni¢ twierdzenie: Jezeli f: < X;R>— <Y;S > jest przeksztalceniem monotonicznym,

to f ' jest przeksztalceniem monotonicznym.
Wskazéwka. Np. niech <X,R> = <N,|>, <Y,S> = <N,S> oraz f(x)z X.
Rozwazy¢ przypadek losetow.

158. Wykazaé, ze system <Q,S> jest gesty w systemie <R,S>.

159. Sprawdzi¢, czy
a) (N,<)=(N,<o<);
b) (N,<)=(N,<o<);
) <N,£oZ>=<N,N2>.

160. Skonstruowac przyktad takiego systemu z czg¢Sciowym porzadkiem, ktory:
a) ma doktadnie jeden element maksymalny i nie ma elementu najwigkszego;
b) ma doktadnie jeden element minimalny i nie ma elementu najmniejszego;
¢) ma doktadnie dwa elementy minimalne i dwa maksymalne, z ktérych doktadnie jeden jest
jednoczesnie elementem minimalnym i maksymalmym.
d) wszystkie jego elementy sa jednoczesnie minimalne i maksymalne.
e) nie ma elementu minimalnego i maksymalnego.

).

Odp. postac tancuchow {k,, k,k,, k,k,k;.,...}, posta¢ antytancuchow kazdy 4 < N taki, 7e
Y NWD(x,y)e 4.

X,ye

161. Znalez¢ ogolna postac tancucha oraz antylancucha w posecie <N ,

162. Udowodni¢, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby poset <X , R> byt losetem, jest
by kazdy antytancuch byt jednoelementowy.

163. Udowodni¢, ze kazdy tancuch posetu <X , R> jest losetem.



Karol J. Andrzejczak, Teoria mnogosci —materialy do éwiczen (wersja 4.0) 68

164. Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Wykaza¢, ze system <2X ,g> jest posetem. Wskaza¢ ele-

menty wyrdznione.
Odp. Element najmniejszy &, najwigkszy X.

165. Sprawdzi¢, czy:
a) jezeli <X,R> jest posetem to <X,R_l> jest posetem;

b) jezeli <X,R> jest losetem to <X,R71> jest losetem;
c) jezeli <X,R> jest gosetem to <X,R_l> jest gosetem;
Odp.a) T. b) T. c) Nie, kontrprzyktad <N,S> jest gosetem, ale system <N,Z> nie jest gosetem.

166. Znalez¢ zwiazki migdzy elementami wyroznionych systemow dualnych.

167. Czy dla danego zbioru X co najmniej dwuelementowego mozna okresli¢ relacje rownowaznos$ci
R tak, aby <X ,R > byt losetem ?
Nie. Dowdd. Z zatozenia w zbiorze X sa elementy x, y takie, ze x # ). Poniewaz relacja R jest spojna,

zatem xRy lub yRx. Zat6zmy, ze xRy. Na mocy symetrii (bo R jest relacja rOwnowaznos$ci) mamy takze
yRx. Na mocy antysymetrii otrzymujemy X = ), co jest sprzeczne z zatozeniem.

168. Wykazac, ze iloczyn kartezjanski posetow jest posetem (z relacja produktowa).

169. Niech X = {2": ne NjU{3}.
a) Czy w systemie <X , |> sa elementy minimalne, maksymalne ?
b) Czy w systemie <X , |> jest element najmniejszy ?

¢) Narysowac diagram relacji.
Odp. a) Tak; maksymalne: liczba 3, minimalne: liczby 2 i 3. b) Nie.

170. Zbudowac i) posety ii) losety na zbiorach:
a) {2.3,...,10};

b {0,1}°;
20 n
c) U{a,b,c,...,z};
n=l

dy [0,1]’;

Wskazaé elementy wyrdznione. Dla posetow wskazac taficuchy.

171. Zbudowac¢ i) posety ii) losety na zbiorach:

a) N?;

b UN*;

keN

c) G

d) NY;

e) R
Wskaza¢ elementy wyrdznione. Dla posetoéw wskaza¢ tancuchy.
Odp. a) Rozwazany zbior jest zbiorem par liczb naturalnych. Relacj¢ czg¢$ciowego porzadku wprowa-
dzamy nastepujaco: <n,m>R<k, 1> < n <k Am<1,relacja liniowego porzadku jest np. relacja S

zdefiniowana nastgpujaco:
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(n,m)S(k,l) = (n<kv(n=hk nm<l))

b) Rozwazany zbior jest zbiorem wszystkich ciagéw skonczonych. Relacje czg¢§ciowego porzadku R
wprowadzamy jak nastgpuje: xRy < ciag x jest odcinkiem poczatkowym ciagu y.
Relacje liniowego porzadku wprowadzamy nastgpujaco:

(my,...,m)R(n,,...,n,) < 31 <i<minfk,}

takie, ze m, =n,,...,m,_, =n,_,,m <n lub k<lim =n,....m =n, .
d) Np. xRy < Rex<Rey A Imx<Im y.Np.

xSy<:>(Rex<Reyv(Reszey/\ImxSImy)).
d) xRy & ¥ x, <y, xSy &3V (x, =y, Ax, <y )Jvr=y.

172. Udowodni¢, ze w gosecie kazdy element (poza co najwyzej elementem najwigkszym) posiada
nastgpnik. Czy kazdy element poza elementem pierwszym musi posiada¢ poprzednik?

173. Czy jezeli w losecie <X , R> kazdy element posiada nastgpnik to jest on gosetem ?

Odp. Nie, np. w losecie <Z,S> kazdy element ma nastepnik, ale nie jest on dobrze uporzadkowany.

174. Wykaza¢, ze dowolny poset <X , R> jest izomorficzny z pewna rodzinga podzbioréw zbioru X

uporzadkowana relacja inkluzji c.
Wskazowka. h(x): {y : ny} dla x € X jest szukanym izomorfizmem.

175. Niech <X,R1> oraz <X,R2> beda losetami. Kiedy <X;R1 ° R2> jest losetem ?

Odp. Wtedy i tylko wtedy, gdy R, = R,. Jezeli R, # R, to istnieje para (x, ) taka, ze (x,y) €R,,
(x,y) R, lub (x,y) R, (x,y) €R, . W pierwszym przypadku (x,y) €R, € R, o R,,

(x,y) €R, C R o R,, x # y. Analogicznie dla drugiego przypadku. Jezeli R, = R, ,to R, o R, =R, .

176. Udowodnic¢, ze
a) Poset <W,S> jest gesty;

b) Poset <R,S> jest gesty.

177. Zbada¢, czy ggstos¢ jest niezmiennikiem podobienstwa.

Dowéd. Przypusémy, ze nie jest. Wowczas istnieja posety <X ,R> i <Y S > takie, ze <X ,R> = <Y S >
oraz <X ,R> jest gesty, ale <Y S > nie jest ggsty. Poniewaz posety sa podobne wigc istnieje izomorfizm
ustalajacy podobienstwo tych posetow. Poniewaz poset <Y S > nie jest ggsty, zatem zawiera elementy

z, t takie, Ze ¢ jest bezposrednim nastgpnikiem z. Niech z = f (x) it=f (y) a poniewaz monotonicz-
ny izomorfizm zachowuje elementy wyrdznione wigc y jest bezposrednim nastgpnikiem x, a zatem
poset <X ,R> nie jest gesty, co przeczy zatozeniu.

178. Udowodni¢ twierdzenie: Loset 4 ma typ porzadkowy ® wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia naste-
pujace warunki:
a) zbior 4 posiada element najmniejszy a, ;
b) dla dowolnego a € A4 istnieje kres dolny a* w zbiorze {x eA: a(x} (zwany bezposrednim
nast¢pnikiem).
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c¢) dla dowolnego podzbioru B = A z tego, ze a, € B i B zawiera razem z kazdym elementem
jego bezposredni nastepnik, wynika, ze B=A4.
Dowadd. (:>) Warunki a), b), c) sa niezmiennikami przeksztalcen podobnych. Poniewaz sa one spet-

nione przez zbiodr liczb naturalnych uporzadkowanych przez relacj¢ <, wigc sa one koniecznie na to,
aby zbior 4 miat typ ®.
&) Zaldzmy teraz, ze zbidr A spelnia warunki a), b), ¢). Przyjmujemy, ze

f0)=a,, fn+1)=(r(n)),

gdzie n=0, 1, 2,... Wowczas na mocy ¢) D, (f) = A. Jezeli n, me N i n{m, to na mocy warun-
kub) f (n)(( f (n)) <f (m), dlatego f'jest monotoniczna bijekcja z N na A.

179. Udowodni¢ twierdzenie (o uniwersalnosci typu 1).

Jezeli system X =(X, R) jest przeliczalnym losetem, to istnieje zbior 4 < Q taki, ze
<X,R>=(A4,%).

Dowad. Jezeli zbior X jest skonczony to twierdzenie jest oczywiste. Niech wigc zbidr X bedzie nie-

skonczony przeliczalny. Wowczas elementy tego zbioru mozemy ustawi¢c w ciag, czyli

X = {xo,xl,xz,...}. Okreslamy indukcyjnie funkcje /@ X — Q nastepujaco:
S(x)=0, f(x)=w,

gdzie w, jest dowolna liczba wymierna, spetniajaca warunki: w,(0, jesli x,Rx, oraz w,)0, jesli
x,Rx, . Rekurencyjnie

f(xn+1) = Wn+1 >

gdzie liczba wymierna w,,, jest tak dobrana, aby odcinek poczatkowy funkcji f byt izomorfizmem

systemow relacyjnych
{xgs Xpon X, BR) 1 O, Wpe W, 1)

Taka liczb¢ mozna zawsze znalez¢ dzigki gestosci zbioru Q. Z definicji funkcji wynika, ze jest ona
izomorfizmem porzadkowym zbioréw

(X,R)i(f*X,<).

180. Udowodni¢ twierdzenie: Jezeli loset 4 zawiera przeliczalny i gesty w 4 podzbidr, to loset A jest
podobny do pewnego podzbioru zbioru liczb rzeczywistych z naturalnym porzadkiem.

Dowdd. Rozpatrzmy przypadek kiedy A nie zawiera najwigkszego i najmniejszego elementu. Pozosta-
te przypadki rozpatrujemy analogicznie. Niech B bedzie przeliczalnym i gestym w A4 podzbiorem. Na

mocy wiasno$ci istnieje izomorfizm 4 z B na Q. Dla ae A istnieja a,,a, € A takie, ze
a, <a<a,. Istnieja rowniez b,,b € B takie, ze a, <b, <a <b<a,. W ten sposob konstruujemy

ciag b,,b,,b,,... elementow ze zbioru B taki, ze
a, <b,<b <b,<..<a<b

Poniewaz ciag h(b,),h(b,),h(b,),... jest monotoniczny i ograniczony liczba /(b), wigc ma granicg
bedaca liczba rzeczywista g. Przyjmujac f(a) = g otrzymujemy izomorfizm z 4 w R.
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181. Wykazaé, ze 1+ o =o.

Rozwigzanie. Poniewaz 1= @, 0=<N;<>, wigc dla a ¢ N zbiér {a} UN zrelacja R okreslona

jak w definicji sumy jest izomorficznie podobny do systemu < N;<>. Podobienstwo to ustala izomor-
fizm

f: ({a}UN; R) > (N; <)
okreslony rekurencyjnie: f(a)=1, f(k)=k+1,keN.

182. Wykazaé, ze ®-2 =0+ o.

Rozwigzanie. Z definicji mnozenia typow losetowych
®-2=Nx{l,2}
Z kolei

o+o0=Nx{l} UNx{2}
Wystarczy wykazac, ze zbiory Nx {1, 2} i Nx {1} UWNx {2} sa izomorficznie podobne.
183. Wykaza¢ wiasnos¢ a-(B+7v) = (o -B) + (o -7y)

Dowdd. Niech o = Z, B= E, Y= E, BNC =0, wowczas

oa-P+y)=Ax(BUC)=AxBUAXC=AxB+AxC=a-B+a-y
bo (AxB)N(AxC)=J

184. Wykazac, ze dla dowolnych losetow X i Y prawdziwa jest implikacja

}:I_/—>X:I=/

Czy implikacja przeciwna jest prawdziwa ?

Odp. Niech X =<N;<>, ¥V =< Z;<>, wowczas X=Yale X#27.

185. Czy
a) wszystkie skonczone losety tej samej mocy sa podobne ?
b) nieskonczone losety tej samej mocy sa podobne ?
Odp. a) Tak. Niech 4={a,,...,a,}, a,<...<a,, B=1{b,,...,b,}, b, <...<b, . Izomorfizm migdzy
zbiorami 4 i B wyznacza funkcja okre$lona wzorem: f(a,)=>b,.
b) Nie, np. dla losetow < N;<> i < Z;<>
186. Udowodnié¢, ze losety sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje miedzy nimi bijekcja bedaca
przeksztatceniem monotonicznym.
187. Wskaza¢ odcinki poczatkowe losetu
a) <N;<>;
b) <Q;<>;
c) <Z;>.
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Odp.: a) Sa to skonczone zbiory postaci {l,2,...,n} oraz zbior pusty; b) sa to zbiory postaci
(—0,x)NQ, (—0,x]MQ oraz zbiodr pusty; ¢) sa to zbiory postaci {...n—2,n—1,n} oraz zbior pu-
sty.

188. Wykazac, ze zbior wszystkich odcinkow poczatkowych losetu 4 z relacja zawierania jest lose-
tem podobnym do 4.

189. Wykaza¢, ze nieskonczony loset jest typu @ wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie jego odcinki
poczatkowe sa skonczone.

Dowod. Niech 4 bedzie nieskonczonym losetem i A, skonczony dla dowolnego a € A . Przeksztat-

cenie f okreslone wzorem f(a)= A, jestizomorfizmem 4 na N.

190. Zbada¢, czy losety < N;<>, < Z;<>, <Q;<>, < R;<> sa podobne.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze ® # A, N# A, T# A, bo zbiory N, Z, Q sa przeliczalne, a zbior R ma
moc continuum. Rowniez @ # 1 1 T # 1M, bo zbidr Q jest losetem gestym, natomiast zbiory N i Z nie

sa losetami gestymi. Ponadto ® # 7, bo zbiory typu @ posiadaja element najmniejszy, natomiast
zbiory typu T nie posiadaja elementu najmniejszego.

191. Wykaza¢, ze kazdy nieskonczony podzbidr zbioru liczb naturalnych jest uporzadkowany w typ
o przez naturalng relacje <.

Dowod. Niech A4 bedzie dowolnym nieskonczonym podzbiorem zbioru liczb naturalnych. Elementy
zbioru 4 mozna ustawi¢ w ciag nieskonczony wedlug wielkosci. Numeracja wyrazéw tego ciagu jest
zadanym izomorfizmem porzadkowym.

192. Skonstruowac na zbiorze N porzadek R tak aby system <N, R>=1m.

Konstrukcja. Relacj¢ R na zbiorze N okreslamy w nastgpujacy sposob:

def
e jesli liczby n i m sa parzyste, to nRm<>n<m,

def
e jesli liczby n 1 m sa nieparzyste, to nRm<m<n,

e kazda liczba nieparzysta jest wczesniejsza od kazdej liczby parzyste;.

Relacja ta porzadkuje liniowo zbior N. Izomorfizmem jest funkcja f : Z — N, okreslona wzorem:

Fln) = 2n—1 dlan>1
W) Zon dlan<o

193. Udowodnié¢, ze jezeli zbiory X i Y sa losetami podobnymi, to:

a) zbidr X ma element najwigkszy (najmniejszy) wtedy i tylko wtedy, gdy zbidr ¥ ma element
najwigkszy (najmnoiejszy);

b) kazdy element zbioru X ma bezposredni nastepnik (poprzednik) wtedy i tylko wtedy, gdy kaz-
dy element zbioru Y ma bezposredni nastepnik (poprzednik);

c) porzadek zbioru X jest gesty wtedy i tylko wtedy, gdy zbior Y jest uporzadkowany ggsto;
d) zbidr X jest gosetem wtedy i tylko wtedy, gdy zbior Y jest gosetem.
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194. Udowodnié¢, ze loset < Z\N;<> matyp o*.

Odp. f(x)=—(x+1)

195. Wykaza¢ wlasnosci

a) 2+3=35;

b) 2-2=4;

¢) l+to=0mw;

d o+l#o;

e) 0*#o;

) T=0*+o;

g) T#o+on*,;

h) nm=n%*;

) m=n*;

DoA=AE

k) o+o#o;

) m+n=n;

m) A+A#A;

n) A+l+A=2A;

o) M'M=mn;

p) on#o-M+l);
Odp.: ¢) Rownos$¢ jest prawdziwa, bo zbiory N i N {0} sa uporzadkowane podobnie;
d) ®+1 jest typem porzadkowym zbioru wszystkich liczb kardynalnych przeliczalnych, czyli zbioru

N UK, z relacja porzadku liczb kardynalnych. Porzadek ten ma ostatni element, a porzadek typu ®

nie ma go.

f) ®*+ jest typem uporzadkowanego zbioru liczb catkowitych;

g) ®+o* jest typem zbioru postaci % lub _% dla n=1,2,..., z naturalnym uporzadkowaniem, a
zbidr ten nie jest izomorficznie podobny do zbioru liczb catkowitych z naturalnym porzadkiem.

) <Q;<>r<Q;>>

m) Niech 4+ B=A, wéwczas A~ A <R, BxB,cR, 4, UB =R, 4 NB =D i a<b dla
a € A,b e B . Dlatego istnicje w A, kres gorny a, lub w B, kres dolny b, , stad Z:X+1¢K lub
E:Hkik;
n) Niech A={xeR:x<0}, B={0}, C={xeR:x>0}, wowczas A=C=L i
A+B+C=)\;
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196. Wykazac, ze dla dowolnych typow losetowych
a) (0*)*=oa;
b) (0t By =p*ro;
©) a+(B+y)=(a+p)+y;
d) a+0=0+a=0a;
e) a-(B-y)=(a-P)-v;
) a-0=0-a=0;
g) a-l=l-a=0a;
hy o-(B+y)=(a-P)+(a-7);
) (@-Br=prar.

197. Wykaza¢, ze
a) dla dowolnych typow losetowych o, 3 istnieja i sa okreslone jednoznacznie typy o +f i
o-B;
b) dla dowolnego losetu 7'i dowolnego ciagu typow (a.;),., istnieje i jest okreslony jednoznacz-
nie typ losetowy Z(xi ;
ieT
Wskazéwka. Sprawdzi¢, ze jezeli 4 i B roztaczne losety, to relacja < okreslona w definicji sumy ty-
pow losetowych liniowo porzadkuje zbior
AUB i1 A4 =4,B =B, ANB =0 =4 +B =4+8B

198. Podac przyktad typow losetowych a, B i takich, ze
a) a+PB=P+a;
b) a-B#pP-a;
) (a+P)-y#(a-y)+PB-v).
Odp.a)Np. [+o#w+1;b) a=2,f=0;c) a=*,f=0,y=2.

199. Skonstruowa¢ przyktady losetow typu:
d o-o;
e) W-OO;
H oonooo.

200. Zbada¢ , czy:

a) kazdy filoset jesr gosetem,;

b) typ o jest typem gosetowym;

c) typ ®* jesttypem gosetowym;

d) typ o+ o jest typem gosetowym;
Odp.: a) T; jesli < X;<> jest losetem skonczonym i niepustym, to ma element pierwszy; b) T; ¢) N;
d) T, wystarczy obra¢ zbiory PN i NN z naturalnymi porzadkami oraz sprawdzi¢, ze zbiér N z relacja
2<4<6<...<1<3<5<..., jest gosetem.

201. Zbadaé, czy podane systemy sa typu gosetowego:

a) <Z1;<>
b) <Q;<>;
c) <R;<>;

d) <{x:x=1-1/n,neN};<>
Odp.:a) N;b) N; c) N; d) T.
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202. Wykaza¢, ze
a) kazdy niepusty goset ma element najmniejszy;
b) kazdy podzbior gosetu jest gosetem.

203. Wykazac, ze jezeli zbiory 4 i B sa rownoliczne i 4 jest gosetem, to mozna zbiér B tak uporzad-
kowac, aby byt gosetem podobnym do zbioru A.

203. Wykazac¢, ze dla dowolnego gosetu 4 nie istnieje monotoniczna bijekcja f : 4 — A taka, ze dla
pewnego elementu a@ € A zachodzi f(a)<a.

Odp.: W przeciwnym przypadku otrzymujemy f(f(a)) < f(a), f(f(f(a))< f(f(a)), itd.

204. Wykaza¢, ze dowolny goset nie moze by¢ podobny do Zzadnego ze swoich odcinkéw poczatko-
wych.

Dowéd. Przypusémy, ze istnicja a € A i bijekcja f:4—> A, (przyp. A, ={xe€ A:x<a}) prze-
ksztalcajaca 4 na A, bedaca izomorfizmem porzadkowym tych dwoch zbiorow, uporzadkowanych
przez relacje <. Poniewaz f(a)e A,, wigc f(a)<a z definicji odcinka poczatkowego. Poniewaz f
zachowuje porzadek, wigc wynika stad, ze f(f(a)) < f(a) . Okre$lamy indukcyjnie ciag elementow

zbioru 4: a,=a, a,,, = f(a,). Stad a,,, <a, dla kazdego n. Zatem zbior {a, :n € N} jako nie-

n+l

pusty podzbioér zbioru 4 nie ma elementu najmniejszego, co doprowadzito do sprzecznosci.

205. Wykaza¢, ze dwa ro6zne odcinki gosetu nie moga by¢ podobne.
Wskazoéwka. Patrz zadanie 23.

206. Wykazac, ze
a) dla zadnej liczby porzadkowej o nie zachodzi o < o ;
b) jezeli o <P i B < a sardéznymi liczbami porzadkowymi, to oo <3 albo B <at.

207. Wykaza¢, ze migdzy dwoma gosetami nie istnieja dwa rdézne izomorfizmy.
Dowod. Przypusémy, ze istnieja dwa rozne izomorfizmy f,1f, z A na B. Poniewaz sa one rozne,

wigc dla pewnego a € A mamy f,(a) < f,(a)=b. Ztozenie f, "' o f; jest izomorfizmem Bw B i
(f5 "o £)(b) < b, co jest sprzecznoscia.
208. Wykazaé, ze z dwoch gosetéw jeden jest podobny do drugiego albo do jego odcinka poczatko-

Wego.
Dowod. Niech 4 i B beda gosetami. Niech S={ae Ad:4, = 4, dlapewnegob € B}. Wowczas

S=4albo §=4, dlapewnego a, €4, S~ B albo S~ B, dlapewnego b, € B. Jezeli S=4,
S~B lub S=4, S=B, lub S=4,, S~ B, to wlasnos¢ jest wykazana. Przypadek S =4, ,

§ =B, nie zachodzi, poniewaz 4, =B, ia,€S=4, .

209. (Zasada indukcji porzadkowej). Niech A bedzie dowolnym gosetem oraz B < A i dla dowolnego

elementu x € 4 zbidr B spetnia warunek: jezeli 4. < B, to x € B. Wykaza¢, ze wowczas B= 4.
Dowéd. Przypusémy, ze B # A . Wowczas roznica A\ B #(J i ma element najmniejszy x. Stad

otrzymujemy A < B i x & B, co przeczy zalozeniu.

210. Wykaza¢, ze dla dowolnej liczby porzadkowej o zbior W, ={B:B <a} wszystkich liczb po-

rzadkowych spehiajacych podany warunek jest gosetem typu o, tj. Wa =qQ.



Karol J. Andrzejczak, Teoria mnogosci —materialy do éwiczen (wersja 4.0) 76

Dowdd. Niech < A4;<> bedzie dowolnym gosetem typu a. Dla a € A zbior A, ={xe A:x<a} z
relacja < jest gosetem. Oznaczmy przez f(a) typ porzadkowy tego zbioru. Jest to liczba porzadko-
wa mniejsza niz o, bo A, jest odcinkiem poczatkowym zbioru 4 w relacji <. Okreslilismy wigc
funkcjg f:A— W, . Funkcja f jest surjekcja bo dla dowolnej liczby porzadkowej B <o zbior
< A;<> posiada odcinek poczatkowy typu B, co wynika z definicji nierownosci dla liczb porzadko-
wych. Jezeli a <b, to 4, jest odcinkiem poczatkowym zbioru 4,, a wiec f(a)< f(b) i na odwrot.
Funkcja fjest zatem izomorfizmem porzadkowym.

211. Wykaza¢, ze kazdy zbior liczb porzadkowych jest gosetem.

Dowdd. Niech M bedzie dowolnym zbiorem liczb porzadkowych i niech K bedzie niepustym podzbio-
rem zbioru M, tj. & # K < M . Nalezy pokaza¢, ze zbior K ma element najmniejszy. Niech a € K ,
wowczas albo a jest najmniejszym elementem zbioru K, albo istnieje w zbiorze K liczba porzadkowa
mniejsza niz a, a zatem iloczyn K "W, (przyp. W, ={B:B < a}) jest gosetem, czyli ma element

najmniejszy, ktory jest jednoczes$nie najmniejszym elementem zbioru K.

212. Wykaza¢, ze dla dowolnego zbioru liczb porzadkowych M:
a) istnieje liczba porzadkowa wigksza od wszystkich liczb ze zbioru M;
b) wsrdd liczb porzadkowych nie nalezacych do zbioru M istnieje liczba najmniejsza.

Dowdd. a) Niech 4 = UWa . Zbior A jest gosetem na mocy zad. 29. Stad 3 = A4 jest szukana liczba
aeM
porzadkowa.

b) Na mocy a) istnieje liczba 3 ¢ M . Zbior W, \M jest gosetem i zawiera najmniejszy element v,

ktory jest poszukiwany.

213. Wykazaé, ze nie istnieje zbior wszysykich liczb porzadkowych.
Dowaéd. Przypusémy nie wprost, ze Z jest zbiorem wszystkich liczb porzadkowych, jest on wigc gose-
tem z relacja <. Niech o bedzie jego typem porzadkowym. Wtedy o € Z, a zbior Z, jest odcinkiem

poczatkowym zbioru Z. Czyli a jest typem porzadkowym tego odcinka, a stad o < oL, co jest niemoz-
liwe.

214. Wykaza¢, ze oo +1 jest liczba porzadkowa nastgpujaca bezposrednio po liczbie o.
Dowéd. Wiemy, ze oo +1> 0. Niech o <, wowezas W, c Wy, W, U{a} jest odcinkiem poczat-

kowym W, lub W, U {a} =W, Wau{(x}:a—klﬁﬁﬁ:[?).

215. Wykaza¢, ze suma dwoch liczb porzadkowych jest liczba porzadkowa.

Dowéd. Niech o, 3 beda liczbami porzadkowymi systemow < X;<,>, <V;<, >, . a =< X;<,> i1

B=<Y;<,>. Nalezy sprawdzi¢, ze typ porzadkowy a+B=<X UY;R> (gdzie relacja R jest
okreslona w definicji sumy typow porzadkowych) jest liczba porzadkowa. W tym celu wystarczy wy-
kaza¢, ze kazdy niepusty podzbior zbioru X UY ma element najmniejszy. Niech wigc
b#+AcC XUY, woéwcezas albo i AN X #O i wtedy najmniejszym elementem zbioru 4 jest
najmniejszy w X element zbioru AN X ,albo A C Y iwtedy ...



