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I KLASYCZNY RACHUNEK ZDAN (KRZ)

Czym jest logika matematyczna i co jest jej obiektem badan ?

Podstawowe zalozenie logiki klasycznej i skutki jego odrzucenia. Podstawowe systemy logiki.
Definicje alfabetu oraz napisu jgzyka KRZ.

Definicja formuty KRZ oraz przyktad napisu, ktory nie jest formuta.

Spojniki ekstensjonalne i intensjonalne. Poda¢ przyktady takich spdjnikow oraz rachunkow logicz-
nych, w ktorych sa one stosowane.

Definicja warto$ciowania logicznego.

Definicja funktora zdaniotworczego n-argumentowego. lle jest funktoréw n-argumentowych ?
Funktory jednoargumentowe i tabela wartosciowania formut z tymi funktorami.

Definicja funktora redukowalnego.

. Definicje dowolnych szesciu nieredukowalnych funktorow dwuargumentowych.
. Twierdzenie o funktorach wystarczajacych do zdefiniowania dowolnego funktora n-argumentowego

wraz z dowodem.

. Zasady prawdziwosci zdan z funktorami dwuargumentowymi.
13.
14.

Przyktad definicji ze wskazaniem jej definiensa i definiendum.

Okresli¢ pewien nieredukowalny funktor trojargumentowy i zdefiniowa¢ go za pomoca negacji i im-
plikacji.

Definicja i przyktad tautologii. Co to jest antytautologia ?

Definicja formut rownowaznych. Definicja formuty silniejszej i stabsze;.

Twierdzenie o odrywaniu formut z dowodem — reguta modus ponens.

Twierdzenie o podstawianiu formut z dowodem i jego zastosowanie.

Metody badania tautologiczno$ci formut.

Metoda skrocona badania tautologicznosci formuty.

Metoda konsekwencji syntaktycznej badania tautologicznosci formuty.

Definicja dedukcji i syntaktycznej konsekwencji.

Uktad aksjomatow KRZ. Co to znaczy, ze uktad aksjomatéw KRZ jest niezalezny, niesprzeczny,
petny i rozstrzygalny ?

Definicja twierdzenia KRZ. Przyktad twierdzenia z dowodem.

Sposoby dowodzenia twierdzen w matematyce.

Istota dowodu reductio ad absurdum.

Prawo Fregego z dowodem.

Prawo komutacji z dowodem.

Prawo dylematu konstrukcyjnego z dowodem.

Prawo dylematu destrukcyjnego z dowodem.

Prawo eksportacji z dowodem.

Definicje postaci normalnych formut KRZ i twierdzenie o nich.

Definicja i przyktad formuty w notacji polskie;.

Definicja i przyktad formuly w odwrotnej notacji polskie;j.

Prawo dylematu konstrukcyjnego w notacji prefiksowej i postfiksowe;.

Prawo dylematu destrukcyjnego w notacji prefiksowej i postfiksowe;.

Definicja dlugosci formuty.

Definicja reguly wnioskowania logicznego.

Twierdzenie o zwiazku migdzy tautologiami a regutami wnioskowania logicznego z dowodem.
Co to znaczy, ze definicja jest konstruktywna ? Poda¢ przyktad takiej definicji.

Poda¢ i udowodnic jedna z regut sylogizmu warunkowego.

Poda¢ i udowodni¢ jedna z regut apagogicznych.
pvg,p—(ra—r)

q

Zbadac, czy podany schemat jest reguta wnioskowania logicznego.
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IL. KLASYCZNY WEZSZY RACHUNEK PREDYKATOW (KWRP)

Definicja funkcji zdaniowe;j. Przyktad funkcji zdaniowe;.

Definicja uktadu speniajacego funkcje¢ zdaniowa. Definicja wykresu funkcji zdaniowe;.
Definicja i przyktad zmiennej predykatywne;.

Definicje alfabetu i napisu jezyka KWRP.

Definicja i przyktad formuty jezyka KWRP.

Definicja tautologii rachunku kwantyfikatorow.

Twierdzenie o podstawianiu w rachunku kwantyfikatoréw.

Warunki konieczne i wystarczajace wartosciowania formut z kwantyfikatorami.

Prawo dictum de omni z dowodem.

Czy kazda funkcja zdaniowa jest zdaniem logicznym ? Odpowiedz uzasadnij.

Prawa de Morgana rachunku kwantyfikatoréw z jednym dowodem.

Poda¢ i udowodni¢ jedno z praw wlaczania i wylaczania kwantyfikatorow.

Czy kwantyfikator ogolny jest rozdzielny wzgledem alternatywy ? Odpowiedz udowodnic.

Czy kwantyfikator egzystencjalny jest rozdzielny wzgledem koniunkcji ? Odpowiedz udowodnié.
Prawa przestawiania kwantyfikatorow.

Definicje postaci normalnych formut KWRP.

Definicja reguty dowodzenia KWRP.

Reguta rozktadania kwantyfikatora ogdlnego wzgledem implikacji.

Reguta rozktadania kwantyfikatora szczegotowego wzgledem koniunkcji.

Regula przestawiania kwantyfikatorow.

Reguta eliminacji kwantyfikatora ogdlnego.

Zapisa¢ jako formuty KWRP: a) definicj¢ granicy ciagu; b) zdanie ,,Zadna liczba naturalna nie jest
mniejsza od zera”.

Zapisa¢ jako formule¢ KWRP definicj¢ liczby pierwsze;j.

Zapisa¢ jako formule KWRP twierdzenie Czebyszewa: ,,Pomiedzy liczbami naturalnymi n i 2n istnie-
je co najmniej jedna liczba pierwsza”.
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III. FORMALNE PODSTAWY TEORII MNOGOSCI (TM)

68. Podstawowe obiekty badan teorii mnogosci. Przyklady jej sformalizowanych systemow.

69. Zastugi Georga Cantora i Johna von Neumanna w rozwoju podstaw teorii mnogosci.

70. Definicja klasy formut teoriomnogosciowych.

71. Definicje zmiennej wolnej, zmiennej zwiazanej i zdania w TM.

72. Aksjomatyka Zermelo-Fraenkla (ZF) TM.

73. Aksjomat rownosci zbiorow i jego zastosowanie.

74. lle istnieje r6znych zbioréw pustych ? Odpowiedz uzasadnic.

75. Aksjomat sumy zbioré6w oraz wniosek z tego aksjomatu.

76. Aksjomat zbioru potggowego oraz wniosek z tego aksjomatu.

77. Aksjomat nieskonczonosci.

78. Aksjomat wyboru i jego zastosowanie.

79. Aksjomat zastgpowania dla formuly @ i jego sens.

80. Ktore aksjomaty sa warunkowymi aksjomatami istnienia i dlaczego ?

81. Ktore aksjomaty sa absolutnymi pewnikami istnienia i dlaczego ?

82. Twierdzenie o istnieniu pary nieuporzadkowanej z dowodem.

83. Twierdzenie o istnieniu sumy zbioréw z dowodem.

84. Twierdzenie o istnieniu iloczynu zbiorow.

85. Twierdzenie o istnieniu r6znicy zbiorow.

86. Twierdzenie o istnieniu réznicy symetrycznej zbiorow.

87. Antynomia Russella z dowodem.

88. Prawa de Morgana rachunku zbioréw i ich uogolnienia z jednym dowodem.

89. Podac¢ i udowodni¢ podstawowe wlasnosci inkluzji wiasciwe;.

90. Zbada¢, czy dla dowolnych zbiorow X, Y, Z prawdziwa jest formuta
(Xe)A(Y eZ)—> (X eZ).

91. Zbada¢, czy dla dowolnych zbiorow X, Y, Z prawdziwa jest formuta
(XcY)A(YeZ)>(XeZ).

92. Zbada¢, czy dla dowolnych zbiorow X, Y, Z prawdziwa jest formuta
XeYAYcZ)->—(ZcX).

93. Zbadac¢, czy dla dowolnych zbiorow X, Y, Z prawdziwa jest formuta
XcYu2)e X nY'cZ).

94. Zbada¢, czy dla dowolnych zbiorow X, Y formuta X C ¥ < 2% = 2f jest twierdzeniem.
95. Zbada¢ prawdziwo$¢ formuty U A4+ UBZ. = U(Al. +B,).
i=1

i=1 i=1

96. Zbada¢ prawdziwosé formuty | J (4., =[] U4, -

keK tel tel kekK

97. Zbada¢ prawdziwo$¢ formuty ﬂ(At UB,)= ﬂ 4,0 ﬂBt .
teT teT teT

98. Zbada¢ prawdziwosé formuly | J4, N JB, =| (4, N B,).
teT teT tel

99. Zbada¢ prawdziwo$¢ formuty U ﬂAk,t = ﬂ UA,W .
keK tel tel kekK

100.  Zbada¢ prawdziwos$¢ formuty U (4,\B,)= U A4\ UBt .

teT teT teT

101.  Definicja i przyktad ciata zbiorow.

102.  Twierdzenie o zamknigtosci ciata zbioréw wzgledem operacji teoriomnogo$ciowych z dowodem.

103.  Definicja sktadowej uniwersum i wtasnosci sktadowych.

104.  Twierdzenie o najmniejszym ciele zbioréw. Definicja ciata generowanego przez zbiory. Definicja
zbioréw niezaleznych.

105.  Okresli¢ uniwersum U i wyrdzni¢ w nim cztery zbiory niezalezne.
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IV. ILOCZYNY KARTEZJANSKIE I RELACJE

106.  Definicja i autor pary uporzadkowanej (1921). Twierdzenie o rownosci par uporzadkowanych
z dowodem.

107.  Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci iloczynu kartezjanskiego z dowodem.

108.  Definicje uogdlnionych iloczynéw kartezjanskich.

109.  Przyja¢ zalozenia i zbada¢ prawdziwo$¢ formuty ﬂ A4; x ﬂ B, = ﬂ (Al. x B, )

iel iel iel

110.  Przyjaé zatozenia i zbada¢ prawdziwos¢ formuty (4 x B) U (C x D)< (4 U C)x(BUD).
Sformutowac jej uogodlnienie.

111.  Przyjaé zalozenia i zbada¢ prawdziwo$¢ formuty U A4, x UBt = U(Ak x B, )

keK tel (k,t)eKxT
112.  Przyja¢ zalozenia i zbada¢ prawdziwos¢ formuty ﬂ 4, x ﬂB, = ﬂ(Ak x B, )
keK teT (k,t)eKxT

113.  Definicja relacji n—argumentowej i jej szczego6lne przypadki.

114.  Definicje projekcji relacji wieloargumentowej oraz i-tej dziedziny relacji.

115.  Czy roznica i-tych dziedzin relacji n—argumentowej jest rowna i-tej dziedzinie ich r6zni-
cy ? Odpowiedz udowodni¢.

116.  Definicja n—argumentowej relacji odwrotnej. Przyktad odwracania relacji.

117.  Definicja ztozenia relacji dwuargumentowych i jej uogoélnienie na relacje wieloargumen-
towe.

118.  Czy zlozenie relacji dwuargumentowych jest taczne ? Odpowiedz udowodnic.

119.  Definicje obrazoéw n—argumentowej relacji i ich szczegdlnych przypadkéw dla relacji dwuar-
gumentowych.

120.  Wykaza¢, ze dla dowolnych relacji R < X xY, S < Y xZ zachodzi rowno$¢ zbiorow

D,(SoR)=S*(D,(R)ND,(5))

121.  Okresli¢ zakresy zmiennosci relacji i zbadac, czy (Rl °oR, )71 =R, oR".

122.  Okresli¢ zakresy zmiennosci relacji 1 zbadac, czy Qo (U R[j = U(Q o R, )

iel iel

123.  Okresli¢ zakresy zmiennosci relacji 1 zbadac, czy Qo (ﬂ R[j = ﬂ(Q o R, )
iel iel

124, Zbadaé prawdziwos¢ formuty R, C R, <> R C R;'.

-1
125.  Okresli¢ zakresy zmiennosci relacji 1 zbada¢, czy (U Rij = URI._ "

iel iel
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V. SPECJALNE WEASNOSCI RELACJI DWUARGUMENTOWYCH

126.  Podac¢ definicje specjalnych wlasnosci relacji dwuargumentowych.

127.  Twierdzenie o symetrycznosci relacji z dowodem.

128.  Twierdzenie o ztozeniu relacji symetrycznych z dowodem.

129.  Geometryczne whasnosci relacji S < R”.

130.  Poda¢ i udowodni¢ trzy wlasnosci relacji podzielnosci w zbiorze liczb naturalnych N.

131.  Zbada¢, czy indeksowana suma relacji symetrycznych jest relacja symetryczna.

132.  Zbada¢, czy indeksowany iloczyn relacji symetrycznych jest relacja symetryczna.

133.  Zbada¢, czy indeksowana suma relacji antysymetrycznych jest relacja antysymetryczna.

134.  Zbada¢, czy indeksowany iloczyn relacji antysymetrycznych jest relacja antysymetryczna.

135.  Definicja i przyktad relacji rownowaznosci.

136.  Zbadaé¢, czy ztozenie relacji rownowaznosci jest relacja rownowaznosci.

137.  Definicja podziatlu zbioru i twierdzenie o zwiazku miedzy podziatem a relacja rownowaznosci.

138.  Zasada abstrakcji z dowodem.

139.  Definicja klas abstrakcji. Definicja zbioru reprezentantow.

140.  Podstawowe wilasnosci klas abstrakcji. Udowodni¢ jedna z nich.

141.  Definicja relacji produktowej. Zbadag, czy relacja produktowa relacji rtownowaznosci jest relacja
réwnowaznosci.

VI. KONSTRUKCJE ZBIOROW LICZBOWYCH

142.  Definicja nastepnika zbioru X i jego zwiazki ze zbiorem X.

143.  Definicja induktywnej rodziny zbioréw. Ktére aksjomaty zapewniaja istnienie tej rodziny ?

144.  Lemat i twierdzenie o iloczynie mnogosciowym zbioréw induktywnych. Definicja zbioru liczb
naturalnych.

145. Zasada indukcji zupetne;.

" (n
146.  Udowodni¢, ze Z[ ) =2".
l

i=0
147. Udowodnié, ze 2(n” +n).

148.  Poda¢ i udowodni¢ jedna z podstawowych wtasnosci liczb naturalnych.

149.  Definicje relacji niewigkszosci i relacji mniejszosci. Definicje dodawania i mnozenia w zbiorze
liczb naturalnych.

150.  Dwa przyktady definicji rekurencyjnych.

151.  Udowodni¢ twierdzenie ,,Liczba obszarow, na ktére n okregéw moze podzieli¢ ptaszczyzng, jest
rowna co najwyzej n(n—1)+2".

152.  Zasada minimum dla liczb naturalnych z dowodem.

153.  Definicja dzielnika naturalnego. Definicje liczb pierwszych i liczb ztozonych.

154.  Definicja liczb blizniaczych.

155.  Definicje liczb algebraicznych i liczb przestgpnych.

156.  Wielkie twierdzenie Fermata z historig jego dowodzenia.

157.  Teoriomnogo$ciowa konstrukcja liczb catkowitych.

158.  Konstrukcja pierscienia.

159.  Teoriomnogosciowa konstrukcja liczb wymiernych.

160.  Konstrukcja liczb rzeczywistych w ujeciu Cantora.
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VII. FUNKCJE

161.  Historia rozwoju pojecia funkcji.

162.  Definicje relacji jednoznacznej wzglgdem k—tej zmiennej oraz funkcji #n —1 zmiennych i funkcji
jednej zmiennej.

163.  Definicje szczegolnych typow funkcji (iniekcji, surjekeji, bijekcji, ciagu, macierzy i permutacji).

164.  Zbada¢ prawdziwosé formuly ¥ =27

165. Wykazad, ze relacja odwrotna do bijekcji jest bijekcja.

166.  Sformulowac i udowodni¢ twierdzenie o ztozeniu dwoch funkcji.

167.  Sformutowaé i udowodni¢ twierdzenie o ztozeniu dwoch bijekc;ji.

168.  Zbada¢, czy przeksztalcenie J : N, x N, — N okreslone wzorem J(x,y)=2"(2y +1) -1
jest iniekcja.
169.  Zbadag, czy przeksztalcenie J,, zbioru No w zbior N, x N okreslone wzorem:

()= [x ~ y(yz— b y(y2+ D_ .~ lj

gdzie y € N, spelnia warunek y 2_ ) <x<? W 2+ D

jest bijekcja. Wyznaczy¢ obraz

elementu 1000.
170.  Okredli¢ bijekcje J : N, x N, = N, i funkcje do niej odwrotna.
171.  Okresli¢ bijekcje J : Nx N — N 1 funkcjg do niej odwrotna.
172.  Skonstruowa¢ bijekcje J : Nf) - Né i wykaza¢ poprawno$¢ konstrukcji.
173.  Definicje obrazu i przeciwobrazu funkcji.
174.  Zbadaé prawdziwo$¢ formuty f * UA, = U(f * 4, ), gdzie feY®, 4, c X,teT.

teT teT
175.  Zbada¢ prawdziwosé formuty f * (A4, N A,) = f*(A4,) N f *(4,), gdzie feY”,
4 cX, 4, cX.
176.  Zbadaé prawdziwosé formuty (f * A )\ (f * 4,)= f*(4,\ 4,), gdzie f e¥ ™, 4, c X,
4, cX.
177. Zbadaé prawdziwosé formuty £~ | JB, =| (/' »
teT tel
178.  Zbadaé¢ prawdziwos¢ formuty f ' * ﬂBt = f](f_1 *

tel tel
179.  Zbadaé prawdziwosé formuty £~ #(B,\ B,)=(f " *B)\(f ' *B,), gdzie f v ",
B, cY,B, cY.

B,).,gdzie f Y, B, Y.teT.

B,), gdzic f Y, B, cY,teT.

180.  Okresli¢ bijekcje migdzy zbiorami

A={xeR: 0<x<1}, B={xeR: -1<x<1}
181.  Okresli¢ bijekcje migdzy zbiorami

A={xeR: 0<x<1l}, B={xeR: 0<x<1}

182.  Okresli¢ bijekcje migdzy kotem o promieniu 1 a kwadratem opisanym na tym kole.
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VIIL. MOCE ZBIOROW I LICZBY KARDYNALNE

183.  Definicja B. Bolzano zbioréw réwnolicznych z 1851r. Podstawowe wiasnosci relacji rownolicz-
nosci. Dowdd przechodnio$¢ rownolicznos$ci.
184.  Wykaza¢ prawdziwos¢ formuty
(Xz2YAWZZAXAW=OAYNZ=0)>(XuW=YUZ)

185.  Wykazaé¢ prawdziwos¢ formuty (X =V)— (2% =2").
186.  Wykazaé¢ prawdziwos¢ formuty (Y xZ)* = (Y* xZ").

187.  Pierwsze twierdzenie Cantora-Bernsteina z dowodem.
188.  Wykaza¢ roéwnoliczno$¢ zbioréw
A={xeR: 0<x<1}, B={(x,»)eR*: 0<x<IA0<y<1}
189.  Wykaza¢ ré6wnoliczno$¢ zbiorow
A={(x,»)eR*: x> +y* <1}, B={(x,»)eR*: 0<x<1A0<Ly<2m}

190.  Aksjomat mocy zbiorow. Definicja liczby kardynalne;.

191.  Czy dla dowolnych zbioréw 4 i B istnieja zbiory roztaczne C i D takie, ze A= C, B= D . Od-
powiedz udowodnic.

192.  Aksjomat mocy zbiorow. Definicja liczby kardynalne;.

193.  Definicja liczby kardynalnej skonczonej. Cztery wiasnosci liczb kardynalnych skonczonych.
Udowodni¢ jedna z nich.

194.  Definicje zbioru nieskonczonego i zbioru przeliczalnego. Warunek konieczny i wystarczajacy
przeliczalnos$ci zbioru.

195.  Cztery wtasnosci zbiorow przeliczalnych. Udowodni¢ jedna z nich.

196.  Definicja liczby kardynalnej X,,.

197.  Definicja i przyktad zbioru nieprzeliczalnego.

198.  Lemat o mocy przedziatu rzeczywistego [0, 1] z dowodem.

199.  Poda¢ 3 podstawowe wlasnosci zbioréw nieprzeliczalnych i uzasadni¢ jedna z nich.
200.  Wyznaczy¢ moc przedzialu rzeczywistego [a, b).

201.  Poda¢ i udowodnic¢ lemat przekatniowy Cantora.

202.  Cgzy istnieje najwigksza liczba kardynalna ? Odpowiedz uzasadnic.

203.  Konstrukcja liczb kardynalnych nieskonczonych.

204.  Definicja liczby kardynalnej continuum ¢. Trzy przyktady zbioréw mocy continuum.
205.  Jaka jest moc zbioru {(x,») € R* :0<x<1A0< y <1} ? Odpowiedz udowodnié.
206.  Jaka jest moc zbioru liczb rzeczywistych ? Odpowiedz udowodnié.

207.  Jaka jest moc zbioru liczb wymiernych ? Odpowiedz udowodnic.

208.  Drugie twierdzenie Cantora-Bernsteina. Dowod przechodnios$ci.

209.  Twierdzenie o spdjnosci relacji < w zbiorze liczb kardynalnych.

210.  Definicja sumy i indeksowanej sumy liczb kardynalnych.

211.  Definicja iloczynu i indeksowanego iloczynu liczb kardynalnych.

212.  Definicja potegowania liczb kardynalnych.

213.  Czy suma dwdoch licz kardynalnych zawsze istnieje ? OdpowiedZ uzasadnic.
214.  Udowodni¢, ze n + N, =¥, gdzie n oznacza dowolna liczbg kardynalng skonczona.

215.  Udowodni¢, zen N, =N,.
216.  Udowodni¢, ze X, - N, =¥, .
217.  Udowodni¢, ze X, +¢c=rc.

218. Udowodni¢, ze ¢ + ¢ =¢.

219. Udowodnié, ze ¢ - ¢ = ¢.

220. Udowodni¢, ze m -(n +p) = (m - n) +(m - p), gdzie m, n, p sa dowolnymi liczbami kar-
dynalnymi.
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221.  Udowodni¢, ze n-1 = n dla dowolnej liczby kardynalnej n.

222.  Udowodni¢, ze m + n =n + m dla dowolnych liczb kardynalnych m, n.

223.  Udowodni¢, ze m"™ = m" - m® dla dowolnych liczb kardynalnych m, n, p.
224.  Udowodnié, ze (m - n)” = m? - n* dla dowolnych liczb kardynalnych m, n, p.
225. Udowodni¢, ze 1™ =1 dla dowolnej liczby kardynalnej m.

226.  Zbadaé prawdziwosé formuty 24 = 24

IX. SYSTEMY RELACYJNE

227. Definicja systemu relacyjnego. Przyktady szczegolne przypadkow systemow.

228. Definicja sygnatury i typu systemu relacyjnego oraz ich przyktady.

229. Definicja homomorfizmu i silnego homomorfizmu systemoéw relacyjnych.

230. Definicja monomorfizmu i izomorfizmu systemow relacyjnych.

231. Aksjomat typow relacyjnych i wlasnosci relacji izomorfizmu.

232. Twierdzenie o zwiazku pomigdzy réwnolicznoscia zbioréw a izomorficznos$cia systemow
z wnioskiem.

233. Definicja niezmiennika izomorfizmu i przyktady niezmiennikdw.

234. Definicja posetu i losetu i ich przyktady.

235. Lemat Kuratowskiego-Zorna. Definicje poje¢ wystgpujacych w lemacie.

236. Definicje tancucha i antylancucha oraz ich przyktady.

237. Definicja dualnego systemu relacyjnego. Poda¢ i udowodni¢ wtasno$¢ dotyczaca syste-
moéw dualnych.

238. Definicje posetu gestego w sobie 1 podposetu gestego w posecie z przyktadami.

239. Definicje typu losetowego i typu gosetowego z przyktadami.

240. Definicje typow losetowych o, wt, n, A.

241.  Warunek konieczny 1 wystarczajacy dla typu porzadkowego .

242. Twierdzenie o uniwersalnosci typu n z dowodem.

243. Definicja sumy typow losetowych.

244. Definicja iloczynu typow losetowych.

245. Udowodni¢, ze 1+ o= o +1.

246. Udowodnié, ze ®-2 =0+ ®.

247. Udowodnié, 7ze t1=0 +o.

248. Udowodni¢, ze L +A # A

249. Udowodnié, ze A +1+A=A.



